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I EΙΣΑΓΩΓΗ 
 

1.1. Ανάλυση Συστηµάτων Παραγωγής 

Σύστηµα παραγωγής είναι το σύνολο όλων των διαδικασιών που µετατρέπουν τις πρώτες 

ύλες σε έτοιµα προϊόντα. 

 Το διάγραµµα ροής ενός συστήµατος παραγωγής είναι το ακόλουθο: 

Παραγωγή
Αποθέµατα
πρώτων
υλών

Επεξεργασία

Ζήτηση Αποθήκες
Αποθέµατα
έτοιµων
προϊόντων

 

 Η χωρητικότητα ενός συστήµατος παραγωγής ορίζεται από τον αριθµό εργατικών 

χεριών και µηχανηµάτων του συστήµατος. 

 Απόθεµα παραγωγής είναι το σύνολο των υλικών που βρίσκονται στο στάδιο της 

επεξεργασίας ή περιµένουν επεξεργασία. 

 Τρία χαρακτηριστικά της παραγωγής µας ενδιαφέρουν: 

1. Ποσότητα / χρόνο: Η ποσότητα υλικών που επεξεργαζόµαστε ανά µονάδα χρόνου. 

2. Ποιότητα: Ο βαθµός προσέγγισης µε τις προδιαγραφές. 

3. Κόστος. 

Θ’ ασχοληθούµε µε το πρώτο χαρακτηριστικό. 

 Υπάρχουν 4 είδη συστηµάτων παραγωγής. 

α. Συνεχή (continuous production systems) 

Παράγουν µερικά, στενά σχετιζόµενα προϊόντα (π.χ. βιοµηχανία κονσερβών). 

β. ∆ιακοπτόµενα (intermittent production systems). 

Παράγουν διάφορα προϊόντα που δεν έχουν στενή σχέση µεταξύ τους και οι 

εγκαταστάσεις πρέπει να προσαρµόζονται στα εκάστοτε προϊόντα (π.χ. βιοµηχανία 
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πλυντηρίων, ψυγείων κ.λπ.). Αν τα περισσότερα προϊόντα έχουν τον ίδιο δρόµο (δρόµος 

από µηχανή σε µηχανή π.χ.) παραγωγής τότε η διαδικασία λέγεται κατάστηµα ροής (flow 

shop). Αν έχουµε διαφορετικά προϊόντα, τότε οργανώνουµε τις εγκαταστάσεις σε 

καταστήµατα εργασιών (job shop). Κατάστηµα εργασίας είναι ένα σύνολο παραγωγής 

όπου γίνονται ορισµένες διεργασίες (π.χ. µηχανουργείο). 

γ. Έργα (projects). 

Εδώ παράγουµε ένα ή λίγα προϊόντα (π.χ. το space shuttle, η κατασκευή ενός 

διϋλιστηρίου). 

δ. Καθαρά Αποθεµατικά Συστήµατα (pure inventory systems). 

Σ’ αυτά τα συστήµατα υπάρχει µόνο προµήθεια αλλά όχι παραγωγή (π.χ. Μινιόν). 

 

1.2. Λήψη Αποφάσεων 

Οι αποφάσεις που σχετίζονται µε τα συστήµατα παραγωγής και που θα εξετάσουµε εδώ 

είναι του τύπου µεγίστου-ελαχίστου. Μεγιστοποιούµε φερ’ ειπείν το κέρδος ή 

ελαχιστοποιούµε το κόστος. Έχουµε 3 ειδών αποφάσεις: 

1. Μακροχρόνιες (long-range): Εγκαταστάσεις, γραµµές παραγωγής, πολιτική 

εξυπηρέτησης πελατών. 

2. Ενδιάµεσες (intermediate-range): Στόχοι για το µέγεθος αποθεµάτων, σχέδια 

προµηθειών, µέγεθος εργατικού δυναµικού. 

3. Βραχυχρόνιες (short-range): Προγραµµατισµός παραγωγής, αποφάσεις για 

υπερωρίες, ανάθεση εργασιών. 
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II ΑΠΟΘΕΜΑΤΑ 
(Inventory Systems) 

 

2.1 Εισαγωγή 

Αρχίζουµε µε τον ορισµό των ακόλουθων µεγεθών: 

P(t) : ρυθµός που υλικά προστίθενται στο απόθεµα 

D(t) : ρυθµός ζήτησης 

W(t) : ο πραγµατικός ρυθµός που υλικά αφαιρούνται από το απόθεµα  

 = D(t) + (ρυθµός ικανοποίησης παλαιών παραγγελιών, πελατών που δεν είχαν 

εξυπηρετηθεί αµέσως λόγω έλλειψης αποθέµατος) 

 
P(t) Απόθεµα W(t) 

 

I(t) : απόθεµα τη χρονική στιγµή t (κοµµάτια που βρίσκονται στην αποθήκη) 

B(t) : πλήθος παλαιών παραγγελιών που δεν έχουν ικανοποιηθεί µέχρι τη στιγµή t 

Ω(t)  : ποσότητα που έχουµε παραγγείλει µέχρι τη στιγµή t 

Υ(t)  : καθαρό απόθεµα = απόθεµα − παραγγελίες που δεν έχουν ικανοποιηθεί = Ι − Β. 

Χ(t) : αποθεµατική θέση = καθαρό απόθεµα + ποσότητα που έχουµε παραγγείλει =Y +Ω. 

 Υποθέτουµε ότι καθώς ικανοποιούµε παραγγελίες Β(t) τότε δεν έχουµε απόθεµα Ι(t). 

Έχουµε λοιπόν ένα σχήµα της µορφής: 

B(t)

I(t)

 0
     t1

 t

-B(t)
 

Έτσι  

Y(t) = 
⎩
⎨
⎧− B(t),  t ∈ [0, t1]
  I(t),    t ∈ [t1, ∞]

      (2.1.α) 
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Επίσης 

Υ(t) = I(t) - Β(t)              (2.1.β) 

Χ(t) = Y(t) + Ω(t).      (2.2) 

Επειδή τα P, D και W είναι ρυθµοί, προφανώς 

)()()( tDtPtY −= .     (2.3) 

 Χρησιµοποιήσαµε D αντί για W επειδή το W ικανοποιεί τη ζήτηση αλλά και 

παραγγελίες του παρελθόντος Β. Προφανώς D = W όταν Β = 0. Από την (2.3) προκύπτει 

[ ]∫ −+=
t

dDPYtY
0

)()()0()( τττ     (2.4) 

Από την (2.1α) βλέπουµε ότι 

Ι(t) = max [0, Y(t)] 

B(t) = min [0, Y(t)]. 

και 

W(t) = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧− D(t),  αν Y(t) > 0 — εδώ ικανοποιούµε τη ζήτηση
    0,      αν Y(t) = 0
  P(t),    αν Y(t) < 0 — εδώ ικανοποιούµε παλιές παραγγελίες

  

Αν B(t) = 0 ⇒ Y(t) > 0 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=
0

)(
)(

tD
tW  

και Y(t) = I(0) = ∫ −
t

dtWtP
0

)]()([ τ .       (2.5) 

Αβεβαιότητες στο σύστηµα: D(t) είναι στοχαστική διαδικασία. 

 

2.2 Στρατηγικές ελέγχου αποθεµάτων 

(Inventory policies) 

Έστω ότι παρατηρούµε το απόθεµα περιοδικά κάθε Τ µονάδες χρόνου και όταν η στάθµη 

του πέσει κάτω από ένα σηµείο r τότε παραγγέλουµε µια ποσότητα για ν’ ανεβάσουµε τη 

στάθµη στο σηµείο R. Έχουµε τότε την 

1. Στρατηγική περιοδικού R-r ελέγχου 
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(Periodic-review R-r policy) 

I4

 0 T
t1

  R

r

I3I1

I2

T T
t2 t3 t4

 

Τ : περίοδος ελέγχου 

r : σηµείο παραγγελίας 

R : αποθεµατικός έλεγχος 

Στην παρατήρηση j η ποσότητα παραγγελίας είναι 

Qj = 
⎩
⎨
⎧   0,       Ij > r
  R − Ij,  Ij ≤ r

 . 

Αν r = R τότε σε κάθε σηµείο ελέγχου Qj = R − Ij. 

2. Συνεχής (R, r) στρατηγική 

(continuous-reniew (R, r) policy) 

 R

r

 

Eδώ Τ → 0 και Q(t) = R − I(t). Θα έπρεπε να γράψουµε Q(t) = R − r αλλά υπάρχει 

περίπτωση απότοµης (βηµατικής) βύθισης: 

 R

r

 

3. Στρατηγική ∆εδοµένης Ποσότητας (Q, r) 

(Fixed reorder policy) 
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 R

r
Q Q

 

 

2.3 Αιτιοκρατικά, ενός είδους, µοντέλα στατικής ζήτησης 

(Deterministic, single-item models with static demand) 

Υποθέσεις: α. Απόθεµα µ’ ένα είδος. 

  β. Ρυθµός ζήτησης γνωστός και σταθερός. 

Πρόβληµα: Πόσο και πότε πρέπει να παραγγελθεί; 

 Έχουµε 4 περιπτώσεις: 

Ι. Πεπερασµένος ρυθµός µε επιτρεπόµενη αρνητική στάθµη. 

 Ι(t)

  t

 

Αρνητικό απόθεµα σηµαίνει ότι η ζήτηση θα ικανοποιηθεί µόλις φθάσουν νέα υλικά. 

ΙΙ. Πεπερασµένος ρυθµός εισόδου µη επιτρεπόµενη αρνητική στάθµη: 

 I(t)

t 0

 

ΙΙΙ. Άπειρος ρυθµός εισόδου µε επιτρεπόµενη αρνητική στάθµη. 

  t 0

Ι(t)
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ΙV. Άπειρος ρυθµός εισόδου µη επιτρεπόµενη αρνητική στάθµη. 

 I(t)

  t 0

 

 Εξετάζουµε την πρώτη περίπτωση την οποία στο εξής θα αναφέρουµε ως 

Μοντέλο Ι. 

Imax+ b 

  Κλίση P − D  Κλίση − D

 

Imax 

  t 

  − b 
T1 T2 T3 T4 

T 

0 

 

Έστω 

Imax : µέγιστο ανά χείρας απόθεµα 

Q : ποσότητα παραγγελίας 

P : ρυθµός παραγωγής / χρόνο 

D : ρυθµός ζήτησης / χρόνο 

b : µέγιστη επιτρεπόµενη στάθµη παραγγελιών που δεν έχουν ικανοποιηθεί. 

 Από το σχήµα 

)(max DPTbI p −=+ .      (2.6) 

Η ποσότητα Q παρέχεται σε χρόνο Tp και µε ρυθµό Ρ 

pPTQ = .       (2.7) 

(2.6), (2.7) ⇒ bDP
P
QI −−= )(max . 

Επίσης από το σχήµα: 



 9

 
DP

bT
−

=1  

 
DP

IT
−

= max
2  

 
D

IT max
3 =  

 
D
bT =4 . 

Το µέσο απόθεµα I  είναι 

 I ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +== ∫ max322
111 ITT

T
dttI

T
 

[ ]
2

2

2
)(1

P
PbDPQ

T
−−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

P
DQ

b
P
DQ

DDP
P

12

1

)(

2

. 

Η µέση τιµή παραγγελιών που δεν ικανοποιήθηκαν είναι  

 
)(22

1
2
11 2

41 DPQ
PbbTbT

T
B

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

 Ορίζουµε τον ακόλουθο συµβολισµό: 

Α : σταθερό κόστος µιας παραγγελίας (κόστος προώθησης παραγγελίας, λογιστές κ.λπ.) 

C : µοναδιαίο µεταβλητό κόστος (κόστος κάθε µονάδας) 

h : κόστος αποθέµατος ανά µονάδα ανά έτος˙ υποθέτουµε h = iC, όπου i είναι ένα 

ποσοστό % του C ανά έτος 

Π : κόστος έλλειψης αγαθού ανά µονάδα, ανεξάρτητο από τη διάρκεια έλλειψης 

Π̂ : κόστος έλλειψης αγαθού ανά µονάδα ανά χρόνο 

τ : χρόνος που µεσολαβεί ανάµεσα στη ζήτηση και τη λήψη παραγγελίας 

r : σηµείο παραγγελίας 

Κ : µέσο κόστος αποθέµατος ανά έτος 

 Υπολογίζουµε το κόστος Κ λειτουργίας του συστήµατος ανά µονάδα χρόνου ως 
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εξής: 

Μέσο κόστος / κύκλο = κόστος παραλαβής + κόστος αποθέµατος + κόστος έλλειψης. 

( ) ( ) ( )bΠBTΠTIhCQA ++++= ˆ . 

όπου 
D
QTTTTT =+++= 4321   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ρόνοποσότητα/χ
ποσότητα , και η συχνότητα σε κύκλους είναι 

Q
D

T
=

1  κύκλοι ανά µονάδα χρόνου. 

Προφανώς 

Κ = (Μέσο κόστος / κύκλο) × (κύκλοι ανά µονάδα χρόνου), ή 

Q
PbDBΠIhCD

Q
DAK ++++= ˆ . 

Χρησιµοποιούµε τις εκφράσεις για το I  και B  που βρήκαµε και h = iC, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++=

P
DQ

b
P
DQiC

CD
Q
ADbQK

12

1
),(

2

Q
bDΠ

P
DQ

bΠ
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
12

ˆ 2

. 

Θέλουµε να βρούµε το βέλτιστο σηµείο (Q*, b*) ώστε το Κ να γίνει ελάχιστο. 

 Η αναγκαία συνθήκη για ένα ακρότατο (τοπικό) είναι 

0=
∂
∂

=
∂
∂

b
K

Q
K . 

Για να είναι το ακρότατο απόλυτο ελάχιστο πρέπει να δείξουµε ότι το Κ είναι κυρτό ∪ για 

όλα τα (Q, b). Μία πραγµατική συνάρτηση f ενός διανύσµατος είναι απολύτως (αυστηρά) 

κυρτή U σε µια κυρτή περιοχή R ενός διανυσµατικού χώρου αν για όλα τα α, β ∈ R µε α≠β 

και κάθε θ, 0<θ<1, το ακόλουθο ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]βθθαβθθ −+>−+ 11 ffaf . 

Μία περιοχή R ενός διανυσµατικού χώρου είναι κυρτή αν για κάθε α, β ∈ R το σηµείο 

θ α + (1−θ )β  ανήκει στην R 



 11

R2 R1 

 Οχι κυρτή Κυρτή 

α β

 

 

 

β 
α 

y 

x

z 

Kυρτή 

 

δηλαδή η γραµµή που ενώνει κάθε α, β βρίσκεται µέσα στο χώρο.  H περιοχή των Q και b 

είναι το σύνολο σηµείων R = {(Q, b) όπου Q ≥ 0,  b ≥ 0} 

 Q 

b 
0 

R 

 

που είναι κυρτή. 

 Έστω ότι το b είναι σταθερό και 

  
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

P
D

b
P
DQiCbΠbDΠAD

P
D

K
12

1ˆ12
2

2

CD
Q
+

1  

       ( ) CD
Q

bQiCM
+

−+
=

λ
λ

2

2

 



 12

όπου 01 >−=
P
Dλ  ⇒ P  > D ⇒  Κ  > 0,  ∀b 

και ( ) 2ˆ12 bΠbDΠAD
P
DM ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

 Θα εξετάσουµε την κυρτότητα του Κ για ∀ Q (το b είναι σταθερό). Πρέπει 

( ) ( )
>+

−+
−+

−+ CD
Q

bQiCM
Q

bQiCM

2

2
2

1

2
1

2
)1(

2 λ
λθ

λ
λθ  

     > [ ]
[ ] CD

QQ
bQQiCM

+
−+

−−++

21

2
21

)1(2
)1(

θθλ
λθλθ  ,∀Q1,Q2. 

Aγνοούµε τους θετικούς όρους 2λ και εξετάζουµε τις ανισότητες 

2121 )1(
)1(

QQQ
M

Q
M

θθ
Μθθ
−+

>
−

+  

που ισχύει για κάθε Q1≠Q2 (η συνάρτηση Μ/Q είναι κυρτή), και την  

( ) ( )
>

−−
+

−

2

2
2

1

2
1 )1(

Q
bQiC

Q
bQiC λθλθ [ ]

21

2
21

)1(
)1(

QQ
bQQiC

θθ
λθλθ

−+
−−+  

που ισχύει επίσης αφού 

( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−

>−−

01

0)1(
2

21
2

2
21

QQbiC

QQ

θθ

θθ
 21 QQ ≠∀ . 

Άρα το Κ είναι κυρτό για ∀Q. 

 Τώρα θεωρούµε το Q σταθερό. Τότε 

( )
Q
ADCD

Q
bΠDbΠbQiCK ++

++−
=

λ
λλ

2
2ˆ 22

. 

Πρέπει 

( ) ( )
>

++−
−+

++−
λ

λλθ
λ

λλθ
Q

bΠDbΠbQiC
Q

bΠDbΠbQiC
2

2ˆ
)1(

2
2ˆ

2
2
2

2
21

2
1

2
1  

 > [ ] [ ] [ ][ ]21
2

21
2

21 )1(2)1(ˆ)1(
2

bbΠDbbΠbbQ
Q
iC θθλθθθθλ
λ

−++−++−−−  

ή µετά από λίγη άλγεβρα 
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[ ] 0))(1()1()()1(ˆ 2
21

2
1

2
21 >−−+−+−− bbbbbΠ θθθθθ  

που ισχύει για κάθε b1≠b2. Από τις αναγκαίες συνθήκες ακροτάτου ευρίσκουµε 

Π
ΠiC

ΠiCiC
ΠD

P
DiC

ADQ ˆ
ˆ

)ˆ(
)(

1

2 2
* +

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= , 

( )
0ˆ,ˆ

1*

* ≠
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

= Π
ΠiC

P
DΠDiCQ

b . 

 Αν οι αριθµοί Π και Π̂  δίνουν πραγµατικό Q* τότε ισχύουν οι προηγούµενοι τύποι. 

Αν το Q* είναι φανταστικό τότε θέτουµε b* = 0 και µεταπηδούµε στο Μοντέλο ΙΙ. 

Αν Π̂  = 0 και Π ≠ 0, τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι b* = 0 ή Q* = 0. Η δεύτερη περίπτωση 

σηµαίνει ότι δεν κρατούµε καθόλου στοκ αλλά παραγγέλλουµε όλα τα είδη µε τη µορφή 

0≠b  και ικανοποιούµε τη ζήτηση µονοµιάς. 

 Παραγγέλλουµε αγαθά όταν το απόθεµα πέσει κάτω από το σηµείο  

=−bDτ  (Ρυθµός ζήτησης) × (χρόνος άφιξης παραγγελίας) − (παραγγελίες του 

παρελθόντος). 

τ

-bDτ

 

Ο χρόνος όµως άφιξης παραγγελίας µπορεί να υπερβεί µία περίοδο παραγωγής. 

r

3Τ

t1 t2

A1

T3+T4

A2

T

τ (Α1)

τ (Α2)
τ –2Τ

0

-b

 

Από το σχήµα βλέπουµε ότι αν m είναι οι περίοδοι παραγωγής που ακολουθούν το σηµείο 
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παραγγελίας Α, τότε αν 

43 TTmT +>−τ   (I) 

το σηµείο αυτό συµπίπτει µε το Α1, ενώ αν 

43 TTmT +≤−τ   (II) 

αυτό συµπίπτει µε το Α2. 

Στην περίπτωση (Ι) το καθαρό απόθεµα είναι: 

[ ] .)()1()()1()( 1 bDP
D
QmbDPTmbtDP −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+=−−−+=−− ττ  

Για την (ΙΙ) έχουµε: 

mQbD
D

DmQbDbmTDbtD −−=−−=−−=− τττ )(2 . 

Άρα το σηµείο παραγγελίας είναι: 

r = 
⎩
⎨
⎧τD − mQ − b,                         αν  τ − mΤ ≤ Τ3 + Τ4

( ) ( ) bDP
D
Qm −−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+ τ1 ,  αν  τ − mΤ > Τ3 + Τ4

  

Παρατήρηση: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

T
m τint = µέγιστος ακέραιος 

T
τ

≤ . 

Μοντέλο ΙΙ 

Εδώ b = 0, οπότε  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

P
DQiCCD

Q
ADK 1

2
. 

Απ’ όπου 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

P
DiC

ADQ
1

2*  

και r είναι όπως στο µοντέλο Ι για b = 0. 

Μοντέλο ΙΙΙ 

Eδώ P→∞. Άρα  
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( )
Q

bΠΠDb
Q
bQiCCD

Q
ADK

2

ˆ2
2

22 +
+

−
++=  

Π
ΠiC

ΠiCiC
ΠD

iC
ADQ ˆ

ˆ

)ˆ(
)(2 2

* +
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−= , 

ΠiC
ΠDiCQb ˆ

*
*

+
−

= , 

** bmQDr −−=τ . 

Μοντέλο IV 

Σ’ αυτήν την περίπτωση P→∞, b = 0 οπότε 

2
QiCCD

Q
ADK ++=  

και 
iC
ADQ 2* = , 

*mQDr −=τ . 

Παράδειγµα 2.1 

Μια εταιρεία αγοράζει βαλβίδες που χρησιµοποιεί µε ρυθµό 200/έτος. Το κόστος κάθε 

βαλβίδας είναι $ 50 και το κόστος κάθε παραγγελίας είναι $ 5. Το ποσοστό i είναι 10%. 

Το αµετάβλητο κόστος έλλειψης αγαθού είναι $ 0.2 ανά µονάδα ενώ το µεταβλητό κόστος 

έλλειψης είναι $ 10 ανά µονάδα ανά έτος. Ο χρόνος παραγγελίας-άφιξης είναι 6 µήνες. 

Εύρετε τα Q*, b*, r*. 

 

Από τα δεδοµένα 

D = 200, i = 0.1, Π = 0.2, Π̂  = 10, C = 50, Α = 5, τ = 0.5. 

Χρησιµοποιούµε το µοντέλο ΙΙΙ όπου P→∞ και b≠ 0 

Π
ΠiC

ΠiCiC
ΠD

iC
ADQ ˆ

ˆ

)ˆ(
)(2 2

* +
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−= =23.8 ≅ 24 

ΠiC
ΠDiCQb ˆ

*
*

+
−

= =5.28 ≅ 5 
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===
200
24*

D
QT 0.12 έτη. 

Τώρα 

4
12
50int

12.0
5.0intint ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

T
m τ  

και ** bmQDr −−=τ = 0.5 × 200 − 4 × 24 − 5 = −1, 

που σηµαίνει ότι παραγγέλλουµε 24 βαλβίδες όταν η έλλειψη βαλβίδων φθάσει την 1 

βαλβίδα. 

 

2.4 ∆ιανυσµατική βελτιστοποίηση µε περιορισµούς 

(constrained optimization) 

Συνήθως τα περισσότερα αποθέµατα συνίστανται από πολλά είδη. Το κόστος είναι 

),(),...,;,...,( 11 rQfrrQQfK nn ==  

όπου [ ] T
nQQQQ 21= , [ ]T

nrrrr 21= . Οι ποσότητες Q και r µπορεί να 

είναι περιορισµένες. Παράδειγµα, έστω ότι κάθε µονάδα κάθε είδους καταλαµβάνει χώρο 

si˙ τότε όλα τα είδη καταλαµβάνουν ∑=
i

ii sQF  και το F είναι δεδοµένο. 

 Τώρα θεωρούµε έναν Ευκλείδειο χώρο Rn τέτοιον ώστε Q, r ∈ Rn και ορίζουµε το 

διάνυσµα 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=

r

Q
x . Προφανώς x∈R2n. 

Ορισµός 1 

Ένα σηµείο x* ∈R2n λέγεται τοπικό ελάχιστο της f αν υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε 

║x - x*║< ε  ⇒ f(x*) ≤ f(x). 

Ορισµός 2 

Το x* ∈ R2n λέγεται απόλυτο (ή ολικό) ελάχιστο της  f αν f(x*) ≤ f(x) ∀ x*∈ R2n. 

Θεώρηµα 1 

Αν ένα σηµείο x* ∈ D ⊂ R2n είναι ελάχιστο της f τότε 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0......)( *

1

**

2

*

1

*

=
∂
∂

==
∂

∂
=

∂
∂

==
∂
∂

=
∂

∂

nn r
xf

r
xf

Q
xf

Q
xf

Q
xf , 

όπου D είναι το πεδίο ορισµού της f. 

Θεώρηµα 2 

Αν η βαθµίδα ( )ff ∇=grad  µιας συνάρτησης είναι 0 τότε το σηµείο αυτό είναι τοπικό 

ελάχιστο ή µέγιστο αν ο πίνακας 

( )***
2

2

2

2

1

2

1

2

21

2

2
1

2

, RQxr
f

Qr
f

Qr
f

rQ
f

QQ
f

Q
f

q

nnn

n

=
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

= > 0 ή < 0. 

 

 Τώρα εξετάζουµε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης (µεγιστοποίησης) µιας 

συνάρτησης  f  µε τους περιορισµούς 

g1(x) = g2(x) =...  = gm(x) = 0 .      (a) 

Ορισµός 3 

Ένα σηµείο x* ∈D λέγεται τοπικό ελάχιστο της f υποκείµενης στους περιορισµούς (a) αν 

g1(x*) = ... = gm(x*) = 0 και αν ∃ ε > 0 τέτοιο ώστε ║x - x*║< ε για x ∈D µαζί µε την 

g1(x*) = ... = gm(x*) συνεπάγεται  f (x*) ≤ f (x). 

Θεώρηµα 3 

Αν το x* ∈D είναι ένα σηµείο στο οποίο η  f έχει τοπικό ελάχιστο υποκείµενη στους 

περιορισµούς (a) και οι f και g έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους, τότε υπάρχουν 

αριθµοί *
1λ , *

2λ , ..., *
mλ  που λέγονται πολλαπλασιαστές Lagrange, τέτοιοι ώστε οι x*, *

1λ , ..., 

*
mλ  είναι η λύση του ακόλουθου συστήµατος 2n + m εξισώσεων: 

0...1
1 =

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

i

m
m

ii x
g

x
g

x
f λλ ,  i = 1, 2, ..., 2n, 

gj (Q1, ... Qn ; r1, ..., rn) = 0,  j = 1, ..., m. 

 Το θεώρηµα αυτό µας λέει ότι αντί για την f ελαχιστοποιούµε την 

L = f (x) + λ1 g1(x) + λ2 g2(x) + ... + λm gm(x). 
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Παράδειγµα 2.2 

Ελαχιστοποιείστε την 2
2

2
1 QQf +=  µε τον περιορισµό Q1 + Q2 = 5. 

Η f είναι κυρτή συνάρτηση U των Q1, Q2 

Q2

Q1

f

 

Στο ακρότατο, το διαφορικό της f γίνεται 0, ή 

02
2

1
1

=
∂
∂

+
∂
∂

= dQ
Q
fdQ

Q
fdf  

Αν οι Q1 και Q2 ήταν ανεξάρτητες τότε τα dQ1 και dQ2 θα µπορούσαν να επιλεγούν 

αυθαίρετα ώστε 0
21

=
∂
∂

=
∂
∂

Q
f

Q
f . 

Εν τούτοις έχουµε τον περιορισµό όπου Q1 = 5 − Q2 και ( )22
2
2 5 QQf −+= . 

df =[2Q2 −2(5−Q2)] dQ2 = 0 5.2*
2

*
1 ==⇒ QQ . 

 Τώρα θεωρούµε τη µέθοδο Lagrange. H επαυξηµένη, όπως λέγεται, συνάρτηση 

είναι 

( )521
2
2

2
1 −+++= QQQQfa λ . 

Στο ελάχιστο προφανώς 05*
2

*
1 =−+QQ  και άρα προσθέσαµε 0 στην f. Τώρα 

( ) ( ) ( ) ( ) λλλλ dQQdQQdQQQQdfa 522,, *
2

*
12

*
21

*
1

*
2

*
1 −+++++= . 

Στο ελάχιστο ο συντελεστής του dλ είναι 0. Επιλέγουµε στη συνέχεια το λ έτσι ώστε ο 

συντελεστής του dQ1 να είναι 0. Αλλά τότε ο συντελεστής του dQ2 θα είναι 0. Άρα 
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5.2

05

02

02
*
2

*
1

*
2

*
1

*
2

*
1

==⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=−+

=+

=+

QQ

QQ

Q

Q

λ

λ

, λ = −5. 

Παράδειγµα 2.3 

Μια εταιρεία αγοράζει 3 ειδών εξαρτήµατα. Η διοίκηση αποφασίζει η επένδυση σ’ αυτά 

τα είδη να µην υπερβαίνει τα $15,000. ∆εν επιτρέπονται παραγγελίες που θα 

ικανοποιηθούν στο µέλλον και το ποσοστό i είναι 20%. Εύρετε τη βέλτιστη στρατηγική 

για κάθε είδος και για τα ακόλουθα δεδοµένα: 

 Είδος 

 1 2 3 

Di 1,000 1,000 2,000 

Ci 50 20 80 

Ai 50 50 50 

Προφανώς b = 0. Υποθέτουµε Ρ→∞ και χρησιµοποιούµε το µοντέλο ΙV. 

2
n

nnnn
n

nn
n

QCiDC
Q

DAK ++= . 

Ελαχιστοποιούµε την ∑
=

=
3

1n
nKK  µε τον περιορισµό 000,15

3

1
=∑

=j
jjQC . Η επαυξηµένη 

συνάρτηση είναι 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= ∑∑

==

3

1

3

1

000,15
2 j

jj
n

n
nnnn

n

nn
a QC

Q
CiDC

Q
DA

K λ  

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=−

==++−=
∂
∂

∑
=

3

1

*

2

0000,15

3,2,1,0
2

j
jj

j
j

j

jj

j

a

QC

jC
iC

Q
DA

Q
K λ

 88*
1 =Q , 139*

2 =Q , 98*
3 =Q , 03.0* =λ . 

 

2.5 Εκπτώσεις ποσοτήτων 

(Quantity discounts) 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου το κόστος C εξαρτάται από την ποσότητα αγοράς και όσο 
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µεγαλύτερη είναι η ποσότητα τόσο µικρότερη είναι η τιµή. Αυτή είναι η περίπτωση 

εκπτώσεων ποσοτήτων. 

 Υποθέτουµε ότι ισχύει το µοντέλο ΙV και 

C = Cj αν Νj-1 ≤ Q < Nj . 

Ευρίσκουµε τότε την καµπύλη κόστους για τις διάφορες περιπτώσεις και υπολογίζουµε το 

βέλτιστο σηµείο. 

K (Q)

1

k

2

j+1

Q* Nk Nj Nj+1Nk-1N1 N2N0  

Ουσιαστικά ευρίσκουµε το ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ )(minmin QK jQj

. Στην εικόνα, αυτό το σηµείο είναι το Q*. 

Παράδειγµα 2.4 

Κάποια βιοµηχανία χρησιµοποιεί µεγάλες ποσότητες κάποιου υλικού στις γραµµές 

παραγωγής της. Η απαίτησή της είναι να χρησιµοποιεί παραγγελίες σταθερού µεγέθους 

και καθόλου ανικανοποίητη ζήτηση. Ετησίως χρειάζονται 300,000 µονάδες του υλικού, το 

σταθερό κόστος παραγγελίας είναι $ 80, το ετήσιο κόστος τόκων, ασφάλειας, και φόρων 

στο µέσο απόθεµα είναι 20% της αξίας τους µέσου αποθέµατος, το κόστος αποθήκευσης 

είναι $ 0.1/µήνα υπολογισµένο στη µέση ποσότητα που είναι αποθηκευµένη, η τιµή 

αγοράς βασίζεται σε µια τιµή $ 20 ανά παραγγελία και τον πίνακα: 

Μέγεθος παραγγελίας Κόστος/µονάδα ($) 

0 < Q  < 10,000 1.00 

10,000 ≤ Q < 30,000 0.98 

30,000 ≤ Q < 50,000 0.96 

50,000 ≤ Q 0.94 
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Να βρεθεί η βέλτιστη πολιτική. 

Εδώ Α = 80 + 20 = 100 

 D = 300,000 / χρόνο. 

Κόστος εναποθήκευσης / χρόνο = 12 × 0.1 = $ 1.2 

i = 0.2. 

Για το µοντέλο IV έχουµε 

( )
2

2.1)( QiCDC
Q
ADQK jjj +++=  

όπου χρησιµοποιήσαµε iC + 1.2 αντί για το iC µόνο αφού ο τελευταίος όρος του Κ 

εκφράζει κόστος αποθέµατος. 

( )
2

2.12.0103103)( 5
7 QCC

Q
QK jjj ++×+

×
=  

και 

jj
j CiC

ADQ
2.02.1

6010
2.1
2 3*

+
=

+
= . 

j = 1 ⇒ *
1Q =6550 και K1 = 309,155 

j = 2 ⇒ *
2Q =6560 ⇒ *

2Q =10,000 ⇒ K2 = 303,980 

j = 3 ⇒ *
3Q =6570 ⇒ *

3Q =30,000 ⇒ K3 = 309,880 

j = 3 ⇒ *
4Q =6580 ⇒ *

4Q =50,000 ⇒ K4 = 317,300. 

Επιλέγουµε Q* = 10,000˙ η επιλογή έγινε δυνατή λόγω κυρτότητας U του κόστους. 

K2

K1

K3

K4

10 5030 x103
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Οι παραγγελίες γίνονται κάθε 033.0
000,300

000,10
=  χρόνια. 

 

2.6 Μεγέθη παραγγελίας µε δυναµική ζήτηση 

Έστω ότι ο ρυθµός ζήτησης στον χρόνο t είναι ∆(t) και η χρονική περίοδος είναι Τ. 

Ονοµάζουµε n τον αριθµό παραγγελιών στην περίοδο (0, T), και Qj το µέγεθος 

παραγγελίας που προστίθεται στο απόθεµα στο χρόνο t = tj. Η συνολική ζήτηση στο 

διάστηµα [0, t] είναι 

∫=
t

dtD
0

)()( ττ∆ . 

 Υποθέτουµε ότι έχουµε την εξής περίπτωση 

  t

 I(0)

 I(t)

 t0=0  t1  t2  tn  tn+1=T

Q1 QnQ2

 

δηλαδή το απόθεµα σε κάθε στιγµή ti είναι 0. Τότε προσθέτουµε µια ποσότητα Qi που 

εξαντλείται από τη ζήτηση στο επόµενο διάστηµα. Στη χρονική στιγµή t1 όλη η ποσότητα 

Ι(0) έχει εξαντληθεί λόγω της ζήτησης D(t1) ή 

Ι(0) = D(t1) ⇒ t1 = D-1 [I(0)] αν το D έχει αντίστροφo˙ έτσι ευρίσκουµε το t1. 

Από το σχήµα φαίνεται ότι 

 

⎪
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⎩
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και )()()( j

t

jt

tDtDd −=∫ ττ∆  

άρα  

⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤−

=
++ 11

1

;)()(
0;)()0(

)(
jjj ttttDtD

tttDI
tI . 

Πρόβληµα 

∆οθέντος n και D ή ∆ εύρετε τα  ti και Qi ώστε να ελαχιστοποιηθεί το 

Kn = nA + CD(τ) + Hn 

όπου nΑ : συνολικό σταθερό κόστος προµήθειας 

 CD(τ) : συνολικό µεταβλητό κόστος προµήθειας 

 Ηn : συνολικό κόστος αποθέµατος. 

Εποµένως ελαχιστοποιούµε το Hn ή 

 ∑ ∫
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++

+n

j

t

t
jjj

t j

j

dttDtttDdttDtIh
1

11
0

1

11

)())(()()0(  

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−= ∫∑

=
++

Tn

j
jjj dttDtttDh

00
11 )())((  

όπου )()0( 1tDI = . Η ποσότητα ∫
T

dttD
0

)(  δεν επηρεάζεται από την ελαχιστοποίηση. Η 

αναγκαία συνθήκη για ελάχιστο είναι 

0)()(
)(

)( 11 =−+−= +− jj
j

j
jj

j

tDtD
dt

tdD
tt

dt
dH  

επειδή ...)()()()(... 111 +−+−+= ++−∑ jjjjjj tDtttDtt  
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ή 0)()()()( 11 =−+−= +− jjjjj
j

tDtDttt
dt
dH ∆  

ή )()()()( 11 jjjjj ttttDtD ∆−+ −+= ,  j = 2, ..., n 

οι ακραίες συνθήκες είναι 

D(t1) = I(0) 

D(tn+1) = D(T). 

 

Για να είναι το ακρότατο min πρέπει 02

2

>
jdt
Hd . 

Τότε 

)()()( 1

1

jj

t

t
j tDtDdttQ

j

j

−== +∫
+

∆ . 

Παράδειγµα 2.5 

Τον επόµενο χρόνο ένα προϊόν είναι γνωστό ότι θα έχει ρυθµό ζήτησης ∆(t) = 1000− 400t, 

0 ≤ t ≤ 1 χρόνια. Το κόστος είναι 20/µονάδα και το σταθερό κόστος παραγγελίας 200 ανά 

παραγγελία. Το κόστος αποθέµατος είναι 20% ετησίως και δεν επιτρέπονται 

ανικανοποίητες παραγγελίες. Το αρχικό απόθεµα είναι 192 µονάδες. ∆εν απαιτείται τελικό 

απόθεµα. Πόσο και πότε πρέπει να παραγγελθεί τον επόµενο χρόνο; 

 

n = 1 

2

0

2001000)()( ttdtD
t

−== ∫ ττ∆ . Η πρώτη παραγγελία γίνεται όταν το αρχικό απόθεµα 

εξαντλείται. 

2.01922001000192)( 1
2
111 =⇒=−⇒= ttttD  

Q1 = D(T) − I(0) = D(1) − I(0) αφού για n = 1 

t2 = tj+1 = T = 1 έτος, άρα Q1 = 1000 − 200 − 192 = 608 µονάδες.  
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Το κόστος αποθέµατος είναι 

∑ ∫
=

++ −−=
n

j

T

jjj dttDhtDtthH
0 0

11 )()()(  

αλλά h = iC = 0.2 × 20 = 4 άρα 

Η = 4(t1 − t0) D(t1) + 4(t2 − t1) D(t2) − 4 ( )∫ −
1

0

22001000 dttt  

= 4 × 0.2 × 192 + 4 × 0.8 × 800 − 4 ( )∫ −
1

0

22001000 dttt  

= 980. 

Το κόστος είναι K1 = nA + Hn + CD (T) = 1× 200 + 980 + CD (T) = 1180 + CD (T). 

 

n = 2 

t1 = 0.2 όπως ήδη βρήκαµε. Τώρα 

626.0
800)()(αλλά

)()()()(
2

3

21223 =⇒
⎭
⎬
⎫

==
−+=

t
TDtD

ttttDtD ∆
. 

Η ποσότητα παραγγελίας είναι 

Q1 = D(0.626) − D(0.2) = 548 − 192 = 356 

Q2 = D(1) − D(0.626) = 800 − 548 = 252 

K2 = 2A + H2 + CD(T) = 951 + CD(T). 

 

n = 3 

t1 = 0.2 

577.0,383.0
)()()(800)()(

)()()()(
32

32334

21223 ==⇒
⎭
⎬
⎫

−+===
−+=

tt
ttttDTDtD

ttttDtD
∆

∆
 

και Q1 = D(t2) − D(t1) = D(0.383) − D(0.2) = 354 − 192 = 162 

 Q2 = D(0.577) − D(0.383) = 511 − 354 = 157 
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 Q3 = D(1) − D(0.577) = 800 − 511 = 289. 

 

Παρόµοια Κ3 = 1028. 

Άρα επιλέγουµε n = 2 σαν καλύτερη στρατηγική. 

Παρατηρούµε ότι 6.102 <⇒>+ tDDt  χρόνια που ισχύει πάντα. 

 

2.7 Σχεδίαση παραγωγής 

Τώρα εξετάζουµε τη διαδικασία της παραγωγής. 

Ορίζουµε: 

xi : ποσότητα προϊόντος i , i = 1, 2, ..., n 

bk : ποσότητα πρώτης ύλης προϊόντος k , k = 1, 2, ..., K 

aik : ποσότητα πρώτης ύλης προϊόντος που απαιτείται για την παραγωγή µιας µονάδας 

προϊόντος i 

Ui : µέγιστη δυνατή ζήτηση προϊόντος i 

Li : ελάχιστη στάθµη παραγωγής προϊόντος i 

ri : εισόδηµα από την πώληση µιας µονάδας προϊόντος i 

ci : µεταβλητό κόστος ανά µονάδα παραγόµενου προϊόντος i. 

Καθαρό εισόδηµα: ( )∑
=

−=
n

i
iii xcrZ

1

. 

 Ο σκοπός µας είναι να µεγιστοποιήσουµε το Ζ υποκείµενο στους περιορισµούς: 

k

n

i
iik bxa ≤∑

=1

 ; k =1,2,..., K 

Li ≤ xi ≤ Ui ; i = 1,2,..., n. 

Αυτό είναι πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού και λύνεται µε τον αλγόριθµο 

simplex. 

Παράδειγµα 2.6 

Μια βιοµηχανία παράγει 4 προϊόντα µε τις ακόλουθεςαπαιτήσεις: 
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 Xρόνοι παραγωγής (ώρες / µονάδα) Ώρες παραγωγής  

διαθέσιµες 

 1 2 3 4  

Έλαση 0.03 0.15 0.05 0.10 400 

∆ιάτρηση 0.06 0.12 _ 0.10 400 

Συναρµολόγηση 0.05 0.10 0.05 0.12 500 

Βάψιµο 0.04 0.20 0.03 0.12 450 

Συσκευασία 0.02 0.06 0.02 0.05 400 

 

 

Προϊόν 

Τιµή πώλησης / 
µονάδα 

Μεταβλητό 
κόστος / µονάδα 

L U 

1 10 6 1000 6000 

2 25 15 _ 500 

3 16 11 500 3000 

4 20 14 100 1000 

 

Προφανώς  Ζ = 4x1 + 10x2 + 5x3 + 6x4 

i. Περιορισµοί στο χρόνο παραγωγής: 

 Έλαση  0.03x1 + 0.15x2  + 0.05x3 + 0.1 x4  ≤ 400 

 ∆ιάτρηση  0.06x1 + 0.12x2  + 0.1 x4  ≤ 400 

 Συναρµολόγηση  0.05x1 + 0.1x2 + 0.05x3 + 0.12x4  ≤ 500 

 Βάψιµο  0.04x1 + 0.2x2  + 0.3x3 + 0.12x4  ≤ 450 

 Συσκευασία 0.02x1 + 0.06x2 + 0.02x3 + 0.05x4  ≤ 400 

ii. Είναι γνωστό ότι απαιτούνται 2 m2 ανά µονάδα κάποιου είδους λαµαρίνας για το προϊόν 

2, και 1.2 m2 ανά µονάδα για το προϊόν 4. Συνολικά υπάρχουν 2,000 m2 λαµαρίνας, άρα 

 2x2 + 1.2x4 ≤ 2000 
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iii. Περιορισµοί πωλήσεων 

 1000 ≤ x1 ≤ 6000 

   0 ≤ x2 ≤ 500 

  500 ≤ x3 ≤ 3000 

  100 ≤ x4 ≤ 1000 

Με τον αλγόριθµο simplex βρίσκουµε *
1x = 5500, *

2x = 500, *
3x = 3000, *

4x = 100. 

 

2.8 Στοχαστική ζήτηση 

Στα προβλήµατα σχεδίασης της παραγωγής υποθέσαµε ότι υπήρχε κάποιο άνω όριο Ui 

στη ζήτηση του προϊόντος i και 

ii UX ≤  

Η ζήτηση όµως είναι στοχαστική διαδικασία και είναι ορθότερο να διατυπώσουµε το 

πρόβληµα µε πιθανότητες: 

iii XDP a][ ≤≤ ,  ή  iii DXP a1][ −=<  

τώρα δηλαδή αντί για το Ui δίνουµε την πιθανότητα 1−ai το Xi να είναι µικρότερο της 

ζήτησης Di. 

 Έστω )( iif δ  η πυκνότητα της ζήτησης προϊόντος i. Τότε 

⇒≤≤ ia][ ii XDP ii

X

iii XFdf
i

a)()(
0

≤=∫ δδ . 

Παράδειγµα 2.7 

Έστω a = 0.1 και η ζήτηση ενός προϊόντος είναι κανονική µε µέση τιµή µ = 1000 και 

τυπική απόκλιση σ = 100. Τότε η τυχαία µεταβλητή 
σ
µ−D  είναι κανονική µε µέση τιµή 0 

και διασπορά 1. 

Επίσης 

1.0)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤
−

=≤
σ
µ

σ
µ XDPXDP  

και άρα 
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1.0)( ≤∫
−

∞−

σ
µ

δδ

X

df . 

Από πίνακες 87228.1 ≤⇒−≤
− XX
σ
µ  

και µ’ αυτόν τον τρόπο προσδιορίζουµε το πάνω όριο. 

Παράδειγµα 2.8 

Ένα ακόµη πιο δύσκολο παράδειγµα θα δείξει πως χρησιµοποιούµε τις κατανοµές της 

ζήτησης. Μια επιχείρηση διαθέτει έναν προϋπολογισµό Β για την προµήθεια n ειδών. 

Ορίζουµε 

Xi : το µέγεθος της προµήθειας προϊόντος i 

Ci : µοναδιαίο κόστος αγοράς 

ri : µοναδιαία τιµή πώλησης κατά τη διάρκεια της εποχής πώλησης 

'
ir  : µοναδιαία τιµή πώλησης εκτός εποχής 

Di : ζήτηση του i κατά την διάρκεια της εποχής πώλησης 

Η ποσότητα του είδους i που πωλείται είναι 

( )ii DXΦ ,min=  

και αποµένει 

( )0,max ii DXξ −=  

Η συνάρτηση κέρδους είναι: 

( )∑
=

−+=
n

i
iiii XCrΦrZ

1

'ξ  

που έχει µέση τιµή 

[ ]∑
=

−+=
n

i
iiii XCErΦErZE

1

' )()()( ξ . 

Το πρόβληµα είναι η µεγιστοποίηση του Ε(Ζ) υποκείµενου στον περιορισµό 

∑
=

=
n

i
ii XC

1

B . 
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Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές Lagrange µεγιστοποιούµε την 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+= ∑

=

n

i
ii XCZEJ

1
a B)( λ . 

Τώρα 

 ∫∫
∞

+=
i

i

X
iiii

X

iiii dfXdfΦE δδδδδ )()()(
0

 

( )[ ]iii

X

iiii XFXdf
i

−+= ∫ 1)(
0

δδδ  

και 

 ( )∫ −=
iX

iiiii dfXE
0

)()( δδδξ . 

Άρα 

( )( )∑ ∫∫∫
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+−+=

n

i
ii

X

iiii

X

iiiiiiiii

X

iiiii XCdfrdfXrXFXrdfrJ
iii

1 0

'

0

'

0
a )()(1)( δδδδδδδδ  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+ ∑

=

n

i
ii XC

1
Bλ  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−+−=

n

i
iii

X

iiiiiiiii XFXdfrrXCr
i

1 0

' δδδ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+ ∑

=

n

i
ii XC

1

Bλ . 

Παίρνουµε παραγώγους 

( ) ( ) 00 'a =−−−−⇒=
∂
∂

iiiiiii
i

CXFrrCr
X
J λ , για i =1, 2, …, n. 

Έχουµε λοιπόν n εξισώσεις και την 

∑
=

=
n

i
ii XC

1

B  που αντιστοιχεί στην 0a =
∂
∂
λ
J . 

Τελικά έχουµε 

( ) ( )
'

*
* 1

ii

ii
ii rr

CrXF
−
+−

=
λ , 
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BXC
n

i
ii =∑

=1

* . 

Το σύστηµα αυτών των εξισώσεων µπορεί να λυθεί αριθµητικά ή µε δοκιµή και σφάλµα. 

Μπορούµε να δοκιµάζουµε διάφορα λ στην πρώτη εξίσωση µέχρις ότου ικανοποιήσουµε 

τη δεύτερη. Προφανώς χωρίς περιορισµούς τα Xi
* προκύπτoυν από τις εξισώσεις 

( ) '
*

ii

ii
ii rr

CrXF
−
−

=  

που λύνονται εύκολα. 

 

2.9 Επιλογή διαδικασίας παραγωγής 

(Production planning) 

Σ’ αυτήν την περίπτωση ο αριθµός προϊόντων και µονάδων κάθε είδους είναι γνωστός. Οι 

πόροι παραγωγής (µηχανήµατα κ.λπ.) είναι περιορισµένοι. Κάθε προϊόν µπορεί να 

παραχθεί κατά πολλούς τρόπους (στο εργοστάσιο, από υπεργολάβο, και από τους δυο 

κ.λπ.). Το πρόβληµα εδώ είναι ν’ αποφασίσουµε πόσο θα παράγουµε µε κάθε διαδικασία 

ώστε να ελαχιστοποιήσουµε το κόστος παραγωγής. 

 Συµβολισµός: 

xij : ποσότητα προϊόντος i που παράγεται µε την διαδικασία j ; ni ,...,2,1= , 

mj ,...,2,1=  

Di : απαιτούµενη παραγωγή προϊόντος i στην περίοδο παραγωγής 

bk : ποσότητα πόρου k, k = 1,..., q 

k
ija  : µονάδες πόρου k που χρησιµοποιούνται στην παραγωγή µιας µονάδας προϊόντος 

i µε τη διαδικασία j 

Cij : κόστος/µονάδα 

Ζ : συνολικό κόστος παραγωγής 

Πρόβληµα 

Εύρετε τα xij ώστε να ελαχιστοποιηθεί το 

 ∑∑
= =

=
n

i

m

j
ijij xCZ

1 1
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υποκείµενο στους περιορισµούς 

 i

m

j
ij Dx =∑

=1

, ∀i 

 ∑∑
= =

≤
n

i
k

m

j
ij

k
ij bxa

1 1

, ∀k 

 0≥ijx , ∀i, j. 

Παράδειγµα 2.9 

Τέσσερα προϊόντα πρόκειται να παραχθούν σε 1 µήνα µε τις εξής απαιτήσεις: D1 = 3000, 

D2 = 500, D3 = 1000, D4 = 2000. Οι ρυθµοί παραγωγής σε ώρες/µονάδα είναι όπως στο 

παράδειγµα 2.6. Η έλαση και η διάτρηση µπορούν να δοθούν σε υπεργολάβους µε 

συνακόλουθη αύξηση του κόστους κατά 20%. Ο βιοµήχανος µπορεί να δουλέψει το 

τµήµα βαφής σε υπερωρία 100 ωρών/µήνα. Αυτό επαυξάνει το κόστος των προϊόντων 1 

και 3 κατά 0.2 ανά µονάδα, του προϊόντος 2 κατά 0.4 και του προϊόντος 4 κατά 0.3. 

Υπάρχει ένας περιορισµός 2000 m2 λαµαρίνας για τα προϊόντα 2 και 4 για την εσωτερική 

έλαση και διάτρηση. Ο βιοµήχανος έχει 4 επιλογές: 

1. Εσωτερική έλαση, βάψιµο χωρίς υπερωρία 

2. Εσωτερική έλαση, βάψιµο µε υπερωρία 

3. Υπεργολαβία, βάψιµο χωρίς υπερωρία 

4. Υπεργολαβία, βάψιµο µε υπερωρία 

Πόσο και πώς πρέπει να παραχθεί; 

Περιορισµοί ποσοτήτων: 

3000
4

1
1 =∑

=j
jx , 500

4

1
2 =∑

=j
jx , 1000

4

1
3 =∑

=j
jx , 2000

4

1
4 =∑

=j
jx . 

Από τον πίνακα κόστους του παραδείγµατος 2.6 έχουµε: 

x11 → C11 = 6 

 x12 → C12 = 6 + 0.2 = 6.2 

x13 → C13 = 6 + 20 % × 6 = 7.2 

x14 → C14 = 7.2 + 0.2 = 7.4. 
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Παρόµοια C21 = 15, C22 = 15.4 κ.λπ. 

Το πρόβληµα είναι η ελαχιστοποίηση του 

Ζ = 6x11 + 6.2x12 + 7.2x13 + 7.4x14 + 15x21 + 15.4x22 + 18x23 + 18.4x24 + 11x31 + 11.2x32 + 

13.2x33 + 13.4 x34 + 14x41 + 14.1x42 + 16.8x43 + 17.1x44 

υποκείµενου στους περιορισµούς: 

i. Ωράριο εργοστασίου: 

( ) 4001.005.015.003.0
2

1
4321 ≤+++∑

=j
jjjj xxxx  

( ) 4001.012.006.0
2

1
421 ≤++∑

=j
jjj xxx  

( ) 50012.005.01.005.0
4

1
4321 ≤+++∑

=j
jjjj xxxx . 

Οι επιλογές 1 και 3 δεν έχουν υπερωρία, άρα 

0.04(x11 + x13) + 0.2(x21 + x23) + 0.03(x31 + x33) + 0.12(x41 + x43) ≤ 450 

Τέλος ( ) 40005.002.006.002.0
4

1
4321 ≤+++∑

=j
jjjj xxxx . 

ii. Βάψιµο µε υπερωρία: 

0.04(x12 + x14) + 0.2(x22 + x24) + 0.03(x32 + x34) + 0.12(x42 + x44) ≤ 100 αφού µόνο οι 

επιλογές 2 και 4 έχουν υπερωρία. 

iii. Επιφάνεια λαµαρίνας: 

2(x21 + x22) + 1.2(x41 + x42) ≤ 2000 

(Ισχύει για τα προϊόντα 2 και 4 και για τις επιλογές 1 και 2). 

Λύση µε simplex: 

3000*
11 =x , 300*

23 =x , 200*
24 =x , 1000*

31 =x , 1667*
41 =x , 333*

43 =x , 013,67* =z  

Οι υπόλοιπες ποσότητες είναι 0. 
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2.10 Προβλήµατα ανάµιξης 

∆ιάφορα προϊόντα αναµειγνύονται για την παραγωγή ενός είδους µε ελάχιστο κόστος και 

ορισµένων προδιαγραφών (λιπάσµατα, κράµατα κ.λπ.) 

 Έστω: 

xj : ποσότητα υλικού j που χρησιµοποιείται ανά µονάδα προϊόντος 

Cj : κόστος ανά µονάδα του j 

αij : συµβολή µιας µονάδας του υλικού j στην προδιαγραφή i του προϊόντος 

bi : προδιαγραφή i 

Z : κόστος / µονάδα υλικού 

Πρόβληµα 

Ελαχιστοποιείστε το 

∑
=

=
n

j
jj xCZ

1

 

υποκείµενου στους περιορισµούς 

 ∑
=

n

j
jij xa

1

 )( ib∆∈ όπου ∆(bi) είναι κάποια περιοχή που ορίζεται από τα bi 

 1
1

=∑
=

n

j
jx , που σηµαίνει ότι όλα τα xj παράγουν µία µονάδα του προϊόντος. 

Υποθέτουµε ότι τα ορυκτά έχουν σταθερούς συντελεστές καθαρότητας dj. Όταν 

αποµακρυνθούν τυχόν προσµίξεις (χώµα και άλλα άχρηστα υλικά στο ορυκτό) τότε κάθε 

προϊόν j συµβάλλει κατά dj ×100% στην παραγωγή και άρα 

1
1

=∑
=

n

j
jj xd . 

Παράδειγµα 2.10 

Μία βιοµηχανία κραµάτων έχει µία παραγγελία κράµατος που συνίσταται από 4 µέταλλα. 

Οι προδιαγραφές είναι: Μέταλλο Α τουλάχιστον 23%, Μέταλλο Β το πολύ 15%, 

Μέταλλο C το πολύ 4%, Μέταλλο D µεταξύ 35% και 65%. 

Ακαθαρσίες θα αποµακρυνθούν κατά την επεξεργασία. Έξι ορυκτά είναι διαθέσιµα µε τα 

εξής δεδοµένα: 
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Ορυκτό Μέταλλο Α% Β% C% D% Ακαθαρσίες % Κόστος/τόνο 

1 25 10 10 25 30 23 

2 40 0 0 30 30 20 

3 20 10 0 30 40 18 

4 0 15 5 20 60 10 

5 20 20 0 40 20 27 

6 8 5 10 17 60 12 

 

Ποιές είναι οι ποσότητες κάθε ορυκτού; 

Εδώ 

min Z = 23x1 + 20x2 + 18x3 + 10x4 + 27x5 + 12x6 

Περιορισµοί: 

0.25x1 + 0.4x2 + 0.2x3 + 0.2x5 + 0.8x6 > 0.23 

0.1x1 + 0.1x3 + 0.15x4 + 0.2x5 + 0.05x6 ≤ 0.15 

0.1x1 + 0.05x4 + 0.1x6 ≤ 0.04 

0.65 > 0.25x1 + 0.3x2 + 0.3x3 + 0.2x4 + 0.4x5 + 0.17x6 > 0.35 

Ισολογισµός υλικών: 

0.7x1 + 0.7x2 + 0.6x3 + 0.4x4 + 0.8x5 + 0.4x6 = 1 

Λύση µε simplex: 

9714.0*
2 =x , 8.0*

4 =x . 

Οι υπόλοιπες ποσότητες είναι 0. Άρα αγοράζουµε 0.9714 τόνους ορυκτού 2 και 0.8 τόνους 

ορυκτού 4 για την παραγωγή 1 τόνου του κράµατος και Ζ* = 27.43/τόνο. 

 

2.11 Μοντέλα µεγέθους παραγωγής 

 (Lot sizing) 

Έχουµε ένα σύστηµα παραγωγής που παράγει n προϊόντα µε b = 0. Το κόστος είναι  
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∑
=

=
n

i
ikK

1

 

και έχοντας εκφράσεις για τα ki θα µπορούσαµε να εύρουµε τις ποσότητες εκείνες που 

ελαχιστοποιούν το Κ. Συχνά όµως λόγω περιορισµένης δυναµικότητας του συστήµατος 

δεν µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε το βέλτιστο σηµείο επειδή τα διάφορα προϊόντα 

ανταγωνίζονται για τη χρήση των εγκαταστάσεων. Συχνά σε τέτοιες περιπτώσεις 

λειτουργούµε τις εγκαταστάσεις περιοδικά για όλα τα προϊόντα. Σε κάθε περίοδο Τ 

προγραµµατίζεται η παραγωγή όλων των προϊόντων και η διαδικασία επαναλαµβάνεται 

κάθε Τ. 

 Η ζήτηση του προϊόντος j έχει ρυθµό Dj και µπορεί να παραχθεί µε ρυθµό Ρj. 

Υποθέτουµε ότι Pj > Dj και 1
1

≤∑
=

n

j j

j

P
D

. Το πηλίκο 
j

j

P
D

 µας δίνει το ποσοστό του χρόνου 

που οι εγκαταστάσεις απασχολούνται για την παραγωγή του j. Αν π.χ. Dj = Pj παράγουµε 

συνεχώς το j. Το άθροισµα µάς δίνει τη συνολική απασχόληση για όλα τα προϊόντα τής 

εταιρείας. Το ποσό προϊόντος j που παράγεται στο χρόνο Τ είναι 

 xj = TDj .      (2.9) 

Και χρησιµοποιώντας το µοντέλο ΙΙ των αποθεµάτων 
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(2.9), (2.10) ⇒ ∑
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∑
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=⇒=
∂
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j
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DCi
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1

1*

1

2
0 . 

 Έστω τώρα ότι κάθε προϊόν απαιτεί προετοιµασία των εγκαταστάσεων που παίρνει 

χρόνο Sj, τότε 

( ) TTS
n

j
jj ≤+∑

=1
. 
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Αλλά T
P
D

TTDPTx
j

j
jjjjj =⇒==  οπότε 

min

1
T

P
D

S
T

j j

j

j
j

≡
−

≥

∑

∑
 

και άρα Τopt = max [T*, Tmin] επειδή δεν επιτρέπεται να πάµε κάτω από το Τmin. 

Παράδειγµα 2.11 

Τέσσερα προϊόντα παράγονται στις ίδιες εγκαταστάσεις. Ο ρυθµός κόστους αποθέµατος 

είναι 20% ετησίως. b = 0. 

∆ίνεται: 

 

Προϊόν 

Ετήσια 
ζήτηση 

Ρυθµός 
παραγωγής 

µονάδες / έτος 

Κόστος 
ετοιµασίας 

Χρόνος 
ετοιµασίας 

(έτη) 

Κόστος / 
µονάδα 

A 3000 10000 50 0.001 10 

B 2000 5000 70 0.002 15 

C 5000 50000 120 0.005 5 

D 1000 10000 80 0.003 20 

 

Εύρετε τη βέλτιστη πολιτική. 

Έχουµε 

19.0
4

1
<=∑

=i i

i

P
D . 

 Αυτό σηµαίνει ότι η εγκατάσταση εργάζεται το 90% του χρόνου και το 10% είναι 

διαθέσιµο για προετοιµασία και συντήρηση. 

Τώρα 11.0
1.0

011.0
9.01

4

1
min ==

−
=
∑
=j

jS
T  έτη 

320
4

1
=∑

=j
jA  και i = 0.2. Από τον τύπο ευρίσκουµε Τ* = 0.2 έτη. 

Άρα Τopt = T* = 0.2 > Tmin. 
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Τέλος από την Xj = TDj ευρίσκοµε 

600*
1 =x , 400*

2 =x , 1000*
3 =x , 200*

4 =x  και Κ(0.2) = 108190. 

 

2.12 Μία εφαρµογή δυναµικού προγραµµατισµού σε συστήµατα παραγωγής 

Ο δυναµικός προγραµµατισµός είναι µία µέθοδος βελτιστοποίησης που στηρίζεται στην 

Αρχή του Βελτίστου (Optimality Principle) του R. Bellman: 

Αν η τροχιά αβγ είναι η βέλτιστη από το α στο γ, τότε η βγ είναι η βέλτιστη από το β στο γ. 

 ζ

 γ

 ε

 β

α
 δ

 

Έστω ότι το κόστος από το α στο γ είναι Καγ. Αυτό είναι και το ελάχιστο από το α στο γ. 

Έστω τώρα ότι Κβζγ < Κβγ, δηλαδή υπάρχει άλλος δρόµος από το β στο γ µε µικρότερο 

κόστος. Τότε Καβγ = Καβ + Κβγ  > Καβ + Κβζγ που σηµαίνει ότι το αβγ δεν είναι βέλτιστο και 

άρα η υπόθεση Κβγ > Κβζγ είναι εσφαλµένη. 

 Χρησιµοποιώντας την αρχή του βελτίστου µπορούµε να κάνουµε τη 

βελτιστοποίηση αρχίζοντας από το τέλος αντί την αρχή του προβλήµατος, αποφεύγοντας 

έτσι τη λεπτοµερή καταµέτρηση πολλών εναλλακτικών διαδροµών. 

Παράδειγµα 2.12 

Να ευρεθεί ο συντοµότερος δρόµος από το α στο h. 

 8  3 d  e
 h 8 α

 5

 9 b  3 c  f

 5  2

 3  g

 2

 

Αντί να καταµετρήσουµε όλα τα µονοπάτια από το α στο h ξεκινάµε από το τέλος  

πηγαίνοντας προς το α αποκλείοντας διαδροµές. Αρχίζουµε από τους γείτονες του h (δηλ.  

από τα e, g)  διαγράφοντας διαδροµές που έχουν ασύµφορο µήκος. Για το e οι διαδροµές 



 39

είναι: Ke h = 8, Ke f g h = 2+3+2 = 7 άρα το eh διαγράφεται. Επαναλαµβάνουµε τη 

διαδικασία µε τα γειτονικά σηµεία των e, g. Πηγαίνουµε στο c: Kc d e f g h = 5+3+2+3+2 = 

15, Kc f g h = 3+3+2 = 8 άρα διαγράφουµε το cd. Τελικά Ka d e f g h = 8+3+2+3+2 = 18, Ka b c f g 

h = 5+9+3+3+2 = 22. Άρα το βέλτιστο µονοπάτι είναι το adefgh. 

 Έστω τώρα ότι εν γένει έχουµε να ελαχιστοποιήσουµε κάποιο κόστος KnΝ(xn) 

µετάβασης από την n στη βαθµίδα Ν, όπου το xn είναι κάποια παράµετρος που εκφράζει 

την κατάσταση στη βαθµίδα n. Οι βαθµίδες αντιστοιχούν σε διακεκριµένες στάθµες πάνω 

στις οποίες κάνουµε την αντίστροφη βελτιστοποίηση για n = 1, 2,..., N. Η αρχή του 

βελτίστου συνοψίζεται: 

  ( ) ( ) ( )11111 +++++ +→= n
*

N,nnnn,nnn
*
nN xKxxKx,xC  

  ( ) ( )[ ]1
1

+
+

= nn
*
nN

nxn
*
nN x,xCminxK . 

όπου CnN(xn,xn+1), είναι το ελάχιστο κόστος µετάβασης από την xn στην N µέσω της xn+1, 

και ( )n
*
nN xK  είναι το κόστος αν η µετάβαση xn→ xn+1 είναι η καλύτερη προκειµένου να 

µεταβούµε από την xn στη βαθµίδα N. 

Παράδειγµα 2.13 

Σε µια επιχείρηση και για τον επόµενο χρόνο έχει βρεθεί ότι η απαίτηση σε ανθρώπινο 

δυναµικό είναι η ακόλουθη: 

Εποχή Άνοιξη Καλοκαίρι Φθινόπωρο Χειµώνας Άνοιξη ... 

Άνθρωποι 255 220 240 200 255 ... 

n 4 1 2 3 4  

Υπάρχουν δυσκολίες µε την απόλυση ή την πρόσληψη. Η πρώτη κοστίζει, η δεύτερη 

απαιτεί εκπαίδευση των ανθρώπων. Κάθε εργάτης πάρα πάνω κοστίζει 2000/άνθρωπο, 

εποχή. Το κόστος απόλυσης ή πρόσληψης είναι 200 επί το τετράγωνο της διαφοράς 

σταθµών απασχόλησης. Κλασµατική απασχόληση επιτρέπεται. Πόσους πρέπει να 

απασχολήσουµε; 

Η στάθµη απασχόλησης είναι xn, n = 1,2,3,4 και 255*
44 == xx  αφού δεν έχει νόηµα να 

υπερβούµε τη µέγιστη απασχόληση ούτε να την υποτιµήσουµε. Έστω ότι: n = 1: 

Καλοκαίρι, 2: Φθινόπωρο, 3: Χειµώνας, 4: Ανοιξη 

Πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε την: 
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K = 200(x1 − x0)2 + 2000(x1 − 220) + 200(x2 − x1)2 + 2000(x2 −240) + 200(x3 − x2)2 + 

2000(x3 − 200) + 200(x4 − x3)2 + 2000(x4 −255) 

[ ]∑
=

− −+−=
4

1

2
1 )(2000)(200

i
iiii rxxx  

όπου  x0 ≡ x4 = 255. 

Από µια στάθµη n και µετά έχουµε: 

[ ]∑
+=

−− −+−+−+−=
4

1

2
1

2
1 )(2000)(200min)(2000)(200

ni
iiiinnnnn rxxxrxxxK  

όπου: 

ri ≤ xi ≤ 255 και Κ4 = 200(x4 − x3)2. 

Tώρα nxn KK
n

min* = . 

H Κn µπορεί να γραφεί 

*
1

2
1 )(2000)(200 +− +−+−= nnnnnn KrxxxK , εποµένως 

*
1

2
1255

* )(2000)(200min +−≤≤
+−+−= nnnnnxrn KrxxxK

nn

. 

Το πρόβληµα είναι να εύροµε τα *
1K , *

2K , *
3K , και *

4K  και τ’ αντίστοιχα *
1x , *

2x , *
3x , *

4x . 

 

Για n = 4, 

255*
4 =x , 2

3
*
4 )255(200 xK −=  

 n = 3 

2
33

2
233 )255(200)200(2000)(200 xxxxK −+−+−=  

3255200

*
3

3

min KK
x ≤≤

=  

)255(4002000)(4000 323
3

3 xxx
x
K

−−+−⇒=
∂
∂

2
2502*

3
+

=⇒
xx  

02
3

3
2

>
∂
∂

x
K  και 260150255200 2

*
3 ≤≤⇒≤≤ xx  που ισχύει πάντα. 
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Μετά από λίγη άλγεβρα: 

*
3K = 50 (250 − x2)2 + 50 (260 − x2)2 + 1000 (x2 − 150). 

n = 2 

*
32

2
122 )240(2000)(200 KxxxK +−+−=  

= 200(x2 − x1)2 + 2000(x2 −240) + 50(250 − x2)2 + 50(260− x2)2 + 1000 (x2 − 150) 

2255240

*
2

2

min KK
x ≤≤

=  

0)24023(2000 12
2

2 =−−⇒=
∂
∂ xx

x
K

3
2402 1

2
+

=⇒
xx  

02
2

2
2

>
∂
∂

x
K  και 5262240255240 12 .xx ≤≤⇒≤≤ . 

Αλλά εν γένει 220 ≤ x1 ≤ 255. Αν x1 < 240, τότε 

0
2

2 >
∂
∂

x
K  για 240 ≤ x2 ≤ 255 άρα η K2 είναι αύξουσα συνάρτηση του x2 και για x2 = 240 

έχουµε minimum. 

Εποµένως, αν 

220 ≤ x1 ≤ 240 τότε 115000)240(200240 2
1

*
2

*
2 +−=⇒=⇒ xKx  

ενώ αν 

⇒
+

=⇒≤≤
3

2402255240 1*
21

xxx  

9
200*

2 =K [2(250 − x1)2 + (265 − x1)2 +30(3 x1 − 575)]. 

n = 1 

*
21

2
011 )220(2000)(200 KxxxK +−+−=  

και 
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Παίρνουµε παραγώγους 

=
∂
∂

1

1

x
K 400(2x1 − x0 −235) για x1 ≤ 240 και x0 = 255, 

οπότε =
∂
∂

1

1

x
K 800 (x1 −254) < 0 για x1 ≤ 240, 

άρα η K1 είναι φθίνουσα συνάρτηση του x1 και άρα η min τιµή συµβαίνει για x1 = 240. 

Τώρα για 240 ≤ x1 ≤ 255 

)25534(
3

400
01

1

1 −−=
∂
∂ xx

x
K  

και 02
1

1
2

>
∂
∂

x
K  ∀ x1 

5.247
4

25530 0
1

1

1 =
+

=⇒=
∂
∂ xx

x
K  

K1(240) = 200000 και K1(247.5) = 185000. 

Επιλέγουµε εποµένως  *
1x = 247.5, *

2x = 245, *
3x = 247.5, *

4x = 255 και το συνολικό κόστος 

είναι K* = 185000. 

 

 

 

 

 

 



 43

III ΠΡΟΒΛΕΨΗ 
(Forecasting) 

 

Ποσότητες όπως η ζήτηση µπορούν να προσδιορισθούν από παλαιά δεδοµένα 

χρησιµοποιώντας κάποια µέθοδο πρόβλεψης. 

 

3.1 Μέθοδος παλινδρόµησης 

(Regression) 

Έστω ότι κάποια ποσότητα x(t) είναι γραµµική και άρα θα θέλαµε την εκτίµησή της 

βα += ttx )(ˆ  έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. 

( )22 )(ˆ)( txtx −=ε . 

Υποθέτουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας µία σειρά µετρήσεων x(t1), x(t2),...,x(tn). Τότε 

ελαχιστοποιούµε 

[ ]∑ ∑
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i
iii ttxt

1 1
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 Αναγκαίες συνθήκες: 
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Παράδειγµα 3.1 

Η ζήτηση ενός προϊόντος δίνεται από: 

Ηµέρα ti 1 2 3 4 5 

Ζήτηση x(ti) 10 12 15 18 20 

Αν η ζήτηση είναι γραµµική µε τι ισούται; 

Εδώ 

75)(
5

1
=∑

=i
itx , 251)(

5

1
=∑

=i
ii txt , 15

5

1
=∑

=i
it , 55

5

1

2 =∑
=i

it  



 44

⇒
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 α = 2.6,  β = 7.2, και 2.76.2)(ˆ +=tx . 

 

 Εξετάζουµε τώρα το γενικότερο µοντέλο παλινδρόµησης 
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=
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,       (3.1) 

όπου t = t1,....,tn. Θέτοντας 
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Προφανώς aAXe T−=  και 

)()( aAXQaAXQee TTTT −−= aAQAaAQXaaQAXQXX TTTTTT +−−= . 

Από τη γραµµική άλγεβρα είναι γνωστά τα ακόλουθα: 

(ΑΒ)Τ=ΒΤΑΤ,  A
u

AuT
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∂
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u
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=

∂
∂ και 
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uRuR
u

uRu T
T

+=
∂

∂ , και αν ο R είναι συµµετρικός = 2Ru. 

Εποµένως 

 ⇒=+−=
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∂ 022 α
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T
T

AQAAQXQee  

( ) AQXAQAT 1−=α       (3.2) 

και 

02
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>=
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∂ T
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AQAQee
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⇒ α = ολικό ελάχιστο. 

 

3.2 Κινούµενος µέσος όρος 

(Moving average) 

Εδώ έχουµε µια σειρά n δεδοµένων xi και υποθέτουµε ότι α=x̂ . Τότε 
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= =
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Έστω ότι το n είναι σταθερό, τότε ∑
+

+=
=

nk

ki
ix

n
a

1

1  

.
n

nkk
.........
++1  

δηλαδή υπάρχει κάποιο παράθυρο εύρους n που µετακινείται στα δεδοµένα και δίνει το 

µέσο όρο. 

Παράδειγµα 3.2 

Αν x1 = 10, x2 = 8, x3 = 6, x4 = 7 τότε, 

75.7
4
1ˆ

4

1
5 === ∑

=i
ixax . 

Αν x5 = 8 τότε 25.7ˆ6 == ax . 
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3.3 Εκθετική εξοµάλυνση 

(Exponential Smoothing) 

Πάλι υποθέτουµε ότι η διαδικασία είναι σταθερή αλλά αντί να ελαχιστοποιήσουµε το 

( )∑ −
i

i ax 2 , ελαχιστοποιούµε το  

( )∑
=

− −=
n

i
iin axe

1

2β , όπου 0 < β < 1. 

Με άλλα λόγια επισυνάπτουµε βάρη στο κάθε σφάλµα κατά τη σειρά 1,,...,, 21 βββ −− nn  

που σηµαίνει ότι οι πλέον πρόσφατες µετρήσεις έχουν µεγάλο βάρος, ενώ οι παλαιές 

εξασθενούν. 
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 Tώρα εν γένει 
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1 1

      (3.4α) 

Για n→∞, β n→0 και άρα  

nxnYnY )1()1()( ββ −+−= .      (3.4β) 

Αρχική συνθήκη της εξίσωσης διαφοράς είναι Υ(0) να ευρίσκεται από πεπερασµένα 

δεδοµένα. Το β είναι συνήθως µεταξύ 0.7 και 0.99. 

 Συγκρίνοντας την (3.3) µε τις εξισώσεις (3.4) προκύπτει ότι οι τελευταίες έχουν 
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µικρότερο υπολογιστικό κόστος αφού η πρόβλεψη τη στιγµή n προκύπτει από την 

µέτρηση xn και την τελευταία πρόβλεψη Y(n-1) και αποφεύγεται ο υπολογισµός του 

αθροίσµατος. 

Παράδειγµα 3.3 

Η ζήτηση ενός προϊόντος έχει την ακόλουθη ιστορία: 

Εβδοµάδα 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ζήτηση 15 18 10 12 20 17 22 16 14 20 

Έστω ότι β = 0.9. Ποιά είναι η µελλοντική ζήτηση; 

Εδώ nxnYnY 1.0)1(9.0)( +−= . Για αρχική εκτίµηση Υ(0) µαντεύουµε µια τιµή και έστω 

)10(4.16
10
1)0(

10

1
YxY

i
i ≡== ∑

=

, που σηµαίνει ότι 16ˆ10 =+ tx  για t =1,2,... αφού οι τιµές της 

ζήτησης είναι ακέραιες. H εξίσωση διαφοράς γίνεται: 

 

111.0)10(9.0)11( xYY +=  

Αν δοθεί ότι x11 = 17 τότε η νέα πρόβλεψη είναι: 1646.16171.04.169.0ˆ11 ≈=⋅+⋅=+ tx , 

κ.λπ. 

 

3.4 Προσαρµοστική εξοµάλυνση 

(Adaptive smoothing) 

Εδώ θα κάνουµε ανάλογη απλοποίηση στον υπολογισµό των παραµέτρων α του µοντέλου 

που δίδεται από την Εξ. (3.1). 

 Θεωρούµε το µοντέλο παλινδρόµησης 

( ) ( )∑
=

=
m

j
jj tfatx̂

1
, 

όπου τώρα t = 1,....,n. Tη στιγµή n το διάνυσµα παραµέτρων που ελαχιστοποιούν το 

σταθµισµένο τετραγωνικό σφάλµα προσαρµογής eQeT δίδεται από την Εξ. (3.2) :  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )nXnQnAnAnQnAna T 1−
=  

όπου όλες οι ποσότητες εξαρτώνται από το πλήθος n των διαθέσιµων παρατηρήσεων. 
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Oρίζοντας Β(n)≡Α(n)Q(n)AT(n) και γ(n)≡Α(n)Q(n)X(n), η (3.2) γράφεται 

a(n)=B-1(n) γ(n),      µε B(n)≠0.      (3.2') 

 Αν είχαµε (n-1) παρατηρήσεις αντί για n τότε θα ίσχυε ανάλογος τύπος υπολογισµού 

του διανύσµατος α(n-1). Αν βάλουµε γεωµετρικά βάρη, qt = β n-t
, στα σφάλµατα όπως στην 

εκθετική εξοµάλυνση, τότε oι ακόλουθες σχέσεις επαληθεύονται εύκολα από την 

Παράγραφο 3.1: 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

nf

nf

nf

nf

...

...

f

f

mmm

111

1

1

1

1
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 Για λόγους αναλυτικής ευκολίας µεταθέτουµε την αρχή των αξόνων στο σηµείο n, 

άρα: 

nn-110
αρχικό

0-1-n+1-n
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αξόνων

Α(n)

Α(0)  

 

 A(n) →
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Oρίζουµε τα διανύσµατα 

( )
( )

( )⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
≡

tf

tf
tF

m

1
, t=...,-2,-1, 0, 1, 2, ... 

Για πολλές επιλογές των συναρτήσεων F συµβαίνει F(t)=LF(t-1), όπου L είναι 

αντιστρέψιµος πίνακας ανεξάρτητος του n. Με άλλα λόγια οι µελλοντικές τιµές του F 

είναι γραµµικές συναρτήσεις παλαιών. Αφού ο L είναι αντιστρέψιµος, F(t-1) = L-1 F(t). 

Παράδειγµα 3.4 

Αν 2
321)( tataatx ++= , τότε 
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. 
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 Με βάση τα ανωτέρω, τώρα αναλύουµε τους όρους της (3.2'): 

α) Οι πίνακες γράφονται ως εξής 

 A(n) = [F(1-n) ... F(-1) F(0)] = [(L-1)n-1 ....(L-1)1 (L-1)0] F(0)  

          = [L-1A(n-1)  F(0)],   

λόγω του ότι για t=n-1 η αρχή των αξόνων ήταν στο n-1, οπότε A(n-1) = [F(1-(n-1)) ... F(0)], 

και άρα L-1A(n-1) = [L-1F(2-n) ... L-1F(0)] = [F(1-n) ... F(-1)]. Eπίσης 

Q(n) = 
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
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⎡ −

1000
000

00

1

1

β

β ...n

= ( )
⎥⎦
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⎢⎣
⎡ −

1
1 O

OT
nQβ , όπου Ο το διάνυσµα στήλης µε στοιχεία =0, 

και τέλος  X(n) = 

( )

( )
( ) ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
nx

nx

x

1

1

= ( )
( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

nx
nX 1 . 

(β) Για απλούστευση, στα Α(n-1), Q(n-1), X(n-1) παραλείπουµε το (n-1) και θέτουµε 

F≡F(0). O όρος B(n) που χρειαζόµαστε στην (3.2') γράφεται 

  B(n) ≡Α(n)Q(n)AT(n)=[ ]FAL 1−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

1
O

OT
Qβ ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

T

TT

F
LA 1

 

           =[ ]FAQL 1−β ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

T

TT

F
LA 1

= β L-1AQAT(L-1)T  +  FFT 

   = β L-1Β(L-1)T  +  FFT
. 

Yποθέτουµε ότι έχουµε φθάσει στη µόνιµη κατάσταση και Β(n)=B(n-1)=B. Eποµένως 

B = β L-1Β(L-1)T  +  FFT 

η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση Lyapunov του B (γενική µορφή: Β=VBVT+FFT). 

Πολλαπλασιάζοντας επί LΤ και τα δύο µέλη, παρατηρώντας ότι ο LT είναι αντίστροφος του 

(L-1)T, και λύνοντας ως προς L-1Β προκύπτει 

L-1Β =β -1[Β - FFT] LT      (3.6) 

(γ) Ο όρος γ(n) της (3.2') είναι 

  γ(n) ≡ Α(n)Q(n)X(n) =[ ]FAQL 1−β ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

nx
X =β L-1ΑQX  +  F x(n). 
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Λόγω της α(n-1) =Β-1(n-1)γ(n-1) = Β-1AQX, προκύπτει ότι AQX=Β α(n-1) οπότε η ανωτέρω 

γράφεται 

γ(n) =β L-1Β α(n-1)  +  F x(n) . 

 Eισάγοντας την τελευταία στην (3.2') και θέτοντας Β(n)=B προκύπτει 

α(n) = Β-1 [β L-1Β α(n-1)  +  F x(n)]. 

Με βάση την (3.6) αυτή η εξίσωση γίνεται: 

    α(n) = β Β-1L-1Β α(n-1)  +  Β-1F x(n) 

           = β Β-1β -1[Β - FFT] LT α(n-1)  +  Β-1F x(n) 

           =Β-1[Β - FFT] LT α(n-1)  +  Β-1F x(n) 

           =LTα(n-1) - Β-1FFTLT α(n-1)  + Β-1F x(n) 

           =LTα(n-1) + Β-1F [x(n) -FTLT α(n-1)]. 

Eπειδή F≡F(0) και το L µετατοπίζει το χρόνο κατά 1 µονάδα, έχουµε 

FTLT α(n-1) = (LF)T α(n-1) = FΤ(1) α(n-1). 

Αλλά ( )nx̂n 1− =FΤ(1) α(n-1) επειδή στη χρονική στιγµή n − 1 κάνουµε πρόβλεψη για την 

επόµενη στιγµή n και αφού το n − 1 αντιστοιχεί στο 0, το n αντιστοιχεί στο 1. 

 Tελικά α(n)=LTα(n-1) + Β-1F(0) [x(n) - ( )nx̂n 1− ]. Ορίζουµε το σφάλµα 

( ) ( ) ( )nx̂nxnx~ nn 11 −− −≡ , 

oπότε 

α(n) = LT α(n-1)  +  Β-1F(0) ( )nx~n 1− .    (3.7) 

Αυτή είναι µια κλασική εξίσωση προσαρµοστικού ελέγχου όπως φαίνεται από το σχήµα: 

Πραγµατική
διαδικασία

Β-1 F(0)

Μοντέλο

χρόνος

+

-

x(n)

( )nx̂n 1−

( )nx~n 1−

 

Το σφάλµα κλείνει το βρόχο εισόδου και αναπροσαρµόζει το µοντέλο συνεχώς. Κατά 

κάποιο τρόπο πρόκειται για ένα µοντέλο που «µαθαίνει». 



 51

 Μετά τον υπολογισµό του a(n), οι νέες εκτιµήσεις t χρονικών µονάδων στο µέλλον 

δίνονται από την  

( ) ( ) ( )natFtnx̂ T
n =+ , t =1,2... 

Κάνουµε δηλαδή πρόγνωση. Όταν οι µελλοντικές τιµές της x αποκαλυφθούν, το σφάλµα 

πρόβλεψης t βηµάτων στο µέλλον από τη στιγµή n θα είναι 

( ) ( ) ( )tnx̂tnxtnx~ nn +−+=+ . 

Παράδειγµα 3.5 

Έστω η διαδικασία: 

12
4cos

12
4sin

12
2cos

12
2sin)( 654321

tatatatataatx ππππ
+++++= . 

Υπολογίσετε την κλασική εξίσωση προσαρµοστικού ελέγχου. 
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Aπό την )()1( tLFtF =+  ευρίσκοµε: 
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όπου,  

12
2cos

2
1

12
2sin

2
3

6
sin

12
2cos

6
cos

12
2sin

12
)1(2sin ttttt πππππππ

+=+=
+ . 

Παρόµοια ( )
12
2

2
1

12
2

2
3

12
12 tsintcostcos πππ −=+  κ.λπ. Οπότε 
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Μπορείτε να επαληθεύσετε µε πράξεις ότι για n→∞ ο πίνακας Β(n) είναι 

( ) ( )∑
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0κ

κ κκβ TFFB  

Εποµένως 
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όπου 
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 . 

Όλες οι άλλες αθροίσεις συγκλίνουν αφού sin(.) ≤ 1 , cos(.)≤ 1. 

Για β = 0.9 και για [ ]TF 101001)0( =  ευρίσκουµε αριθµητικά 

Β-1F(0)= [ ]T...... 1420070155005400080170 . 

 Έχοντας κάνει κάποια αρχική εκτίµηση a(0) του διανύσµατος α(.), µετά για κάθε χρονική 

στιγµή n=1,2,... και καθώς έρχονται δεδοµένα υπολογίζουµε το σφάλµα 

( ) ( ) ( )nx̂nxnx~ nn 11 −− −≡ , όπου ( )nx̂n 1− =FΤ(1) α(n-1). Βάζουµε την τιµή αυτή στην εξίσωση  
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(3.7) και υπολογίζουµε το νέο διάνυσµα α(n). Την επόµενη στιγµή (n+1) υπολογίζουµε το 

νέο σφάλµα ( ) ( ) ( ) ( )naFnxnx~ T
n 111 −+≡+  κ.λπ. 

 

3.5 Πρόγνωση της κατανοµής πιθανότητας 

Θεωρούµε µια στοχαστική διαδικασία Xt που είναι αµετάβλητη. Η κατανοµή της είναι: 

)()(),( xFxXPtxF t =≤= . 

Από πραγµατικά δεδοµένα θα κάνουµε µία εκτίµηση της F. Έστω ότι οι τιµές της Xt 

ευρίσκονται σε ένα διάστηµα [x0, xn] και διαιρούµε το διάστηµα ως εξής: 

x0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn. 

Για κάθε τιµή της Xt υπάρχει πάντα ένα κ τέτοιο ώστε: 

κκ xXx t <<−1 . 

 Ορίζουµε την πιθανότητα )( 1 κκκ xXxPP t <<≡ −  για κ = 1,2,...,n.  

Προφανώς: 

 1
1

=∑
=

n

P
κ

κ  και ∑
=

==≤
κ

κκ
1

)()(
i

it PxFxXP . 

 Ορίζουµε το διάνυσµα [ ]T
nPPPP 21≡  και την εκτίµησή του 

[ ]T

nPPPP ˆˆˆˆ
21=  

 οπότε 

∑
=

=
κ

κ
1

)(ˆ)(ˆ
i

i tPxF . 

Παρατηρήσεις της διαδικασίας Xt έρχονται σε ορισµένες χρονικές στιγµές. Έστω ότι µία 

παρατήρηση ήταν τέτοια ώστε: 

κκ xXx t ≤<−1 . 

 Ορίζουµε το ενδεικτικό διάνυσµα διαστάσεων n × 1: 

( ) [ ]TtI 001000≡ , κ =1,2,..., n 

όπου στη θέση κ υπάρχει το 1 και στις υπόλοιπες το 0. Αν η Χt είναι γνωστή, τότε είναι 
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γνωστό και το I(t). 

 Για την εκτίµηση Y(n) της µέσης τιµής ενός µεγέθους Χn εφαρµόζουµε την εκθετική 

εξοµάλυνση: nXnYnY )1()1()( ββ −+−= . Από αυτήν εύκολα ευρίσκοµε  

( ) ( ) ( ) ( )tItP̂tP̂ ββ −+−= 11 .  (γιατί;)   (3.8) 

Aπό την παραπάνω εξίσωση υπολογίζουµε την F(Xκ). Έστω τώρα ότι θέλουµε την 

εκτίµηση ενός σηµείου ξ τέτοιου, ώστε: 

F(ξ) = P για δεδοµένο Ρ. 

Τότε ευρίσκουµε δύο πιθανότητες F(xκ-1) και F(xκ) έτσι ώστε: F(xκ-1) < Ρ ≤ F(xκ), 

απ’ όπου µε γραµµική παρεµβολή 

[ ] [ ]
)()(

)(

1

11
1

−

−−
− −

−−
+=

κκ

κκκ
κξ

xFxF
xxxFPx .  (γιατί;)  (3.9) 

Παράδειγµα 3.6 

Η ζήτηση ενός προϊόντος έχει τις ακόλουθες διακυµάνσεις για τη χρονική στιγµή t −1: 

κ Xκ )1(ˆ −tP  

1 10 0.6 

2 20 0.15 

3 30 0.15 

4 40 0.05 

5 50 0.05 

Στη χρονική στιγµή t η ζήτηση είναι Xt = 34, που σηµαίνει ότι 1)4030( 4 ==≤< PXP t , 

και οι υπόλοιπες πιθανότητες 0. Έστω ότι β = 0.9, τότε 
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Άρα F(0) = 0, 
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54.0)(ˆ)10(ˆ
10 == tPF , 675.0ˆˆ)20(ˆ

2010 =+= PPF , 81.0ˆˆˆ)30(ˆ
302010 =++= PPPF , 

955.0)40(ˆ ==F , 1)50(ˆ ==F . 

Τώρα ζητούµε την τιµή εκείνη της ζήτησης ώστε η πιθανότητα ζήτησης να είναι 0.9 ή  

9.0)(ˆ =ξF οπότε )40(ˆ)(ˆ)30(ˆ FFF << ξ  

 2.36
81.0955.0

)3040)(81.09.0(
=

−
−−

=⇒ξ . 

 

3.6 Εκτίµηση Bayes 

(Bayes estimation) 

Αρχίζουµε µε µερικές γενικότητες από τη θεωρία εκτιµήσεων. Έστω ότι θέλουµε να 

εκτιµήσουµε µία τυχαία µεταβλητή Y µε µία συνάρτηση g(X) µίας άλλης τυχαίας 

µεταβλητής X, έτσι ώστε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

2)]([ XgYE −  να είναι ελάχιστο. 

 Αρχικά θεωρούµε την g(X) = α = σταθερή. Τότε  

222 )(2)()( aYaEYEaYE ++=− . 

Παραγωγίζουµε ως προς α: 

−2Ε(Y) + 2α = 0 ⇒ α = E(Y) 

που κατά κάποιο τρόπο αντιστοιχεί στο µέσο όρο που είδαµε ήδη. Βλέπουµε εδώ ότι η 

µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής έχει την ιδιότητα να ελαχιστοποιεί το 2][ aYE −  ή ότι 

το 2][ YYE −  είναι minimum. 

 Συνεχίζουµε µε µια εν γένει συνάρτηση g(X). Τώρα 

[ ] [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−=− dydxyxfxgyXgYE ),()()( 22 [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−= dxdyxyfxgyxf )|()()( 2 . 

Αφού το f (x) είναι δεδοµένο, ελαχιστοποιούµε το  

[ ]∫
∞

∞−

− dyxyfxgy )|()( 2  

ως προς x. Tο ολοκλήρωµα αυτό είναι η δεύτερη ροπή της )|( yxf  ως προς τη σταθερά 
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g(x). Αλλά ήδη βρήκαµε ότι η δεύτερη ροπή της Y ως προς µία σταθερά ελαχιστοποιείται 

από τη µέση τιµή, ή  

)|()|()( xyEdyxyyfxg == ∫
∞

∞−

, 

η οποία είναι η γενική λύση του προβλήµατος εκτίµησης µέσου τετραγώνου. 

 Παρατηρούµε n µετρήσεις x1,....,xn και θέλουµε να εκτιµήσουµε κάποια παράµετρο 

σχετική µ’ αυτές τις µετρήσεις (πχ. την xn+1). Έστω αυτή η παράµετρος ότι είναι θ, τότε 

( ) ( ) θθθθθ dx,...,x|fx,...,x|Eˆ
nn 11 ∫

∞

∞−

== . 

Υπολογίζουµε την υπό συνθήκη πυκνότητα 
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fxxfxxf θθθ =  
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θθ
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),,...,(

)()|,...,(

14

211  

∫
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∞−

=
θθθ
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dfxxf

fxxf

n

n

)()|,...,(

)()|,...,(

211

211  

όπου 4321 ,,, ffff  είναι πυκνότητες πιθανότητας. 

 Θεωρούµε τώρα την εξής περίπτωση. Κάποια διαδικασία όπως η ζήτηση, έχει µέση 

τιµή µ. Αυτή η µέση τιµή θα είναι και η εκτιµητέα ποσότητα. Γνωρίζουµε ότι το µ 

µεταβάλλεται από στατιστικό πληθυσµό σε πληθυσµό (από εποχή σε εποχή φερ’ ειπείν) 

και η µέση του τιµή είναι µ0. 

 ∆εχόµαστε µια σειρά µετρήσεων x1, ... , xn και από αυτήν θέλουµε την εκτίµηση µ̂  

του µ. Η πλέον λογική εκτίµηση εδώ είναι: 

∑
=

==
n

i
ix

n
x

1

1µ̂  και µ== ∑
=

n

i
ixE

n
xE

1

)(1)( . 

Έστω ότι η µεταβλητότητα κάθε τυχαίας µεταβλητής xi είναι σ2. 
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Τότε 
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nxVar
n

x
n

Var
i

i
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2 )(11 σσ
===⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑ . 

 Από το κεντρικό οριακό θεώρηµα και για n >> το x  είναι Gauss άρα: 

( )
n

x

e
n

xf /2
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1)|( σ
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πσ
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= . 

Από το θεώρηµα Bayes 

∫
∞
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=
µµµ

µµµ
dfxf

fxfxf
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21 . 

 Έστω ότι  ),(~ 2
00 σµµ N  , εποµένως 

 

 

∫
∞

∞−

−
−−

−

−
−−

−

=

µ
πσπσ

πσπσ
µ

σ
µµ

σ
µ

σ
µµ

σ
µ

dee
n

ee
n

xf
n

x

n
x

2
0

2
0

2

2

2
0

2
0

2

2

2
)(

2
0

/2
)(

2

2
)(

2
0

/2
)(

2

2
1

/2
1

2
1

/2
1

)|( . 

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος στον παρονοµαστή κάνουµε τις πράξεις στους 

εκθέτες, συµπληρώνουµε το τετράγωνο ως προς µ και µετά από λίγη άλγεβρα βρίσκουµε: 
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Βλέπουµε ότι το µ δοθέντος του x  είναι Gauss µε µέση τιµή 

)(ˆ)|( nxE µµ =  

ή  
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Παράδειγµα 3.7 

Κάποιο προϊόν έχει ζήτηση της οποίας τη µέση τιµή θέλουµε να εκτιµήσουµε. Από πείρα 

ξέρουµε ότι )25,200(~ Nµ . Επίσης από πείρα ξέρουµε ότι σ2 =2500. Έχουµε 25 

δεδοµένα από το παρελθόν µε µέση τιµή x . 

H εκτίµηση είναι: 

200
5
4

5
200

25002525
2500

25002525
2525)25( +=

+⋅
+

+⋅
⋅

=
xxµ . 

Βλέπουµε ότι η εκτίµηση Bayes δίνει τετραπλάσιο βάρος στην πεπερασµένη εµπειρία απ’ 

ότι στο x . 

 

3.7 Μοντέλα µε εξαρτηµένες παρατηρήσεις 

(Box-Jenkins models) 
Ως τώρα υποθέσαµε ότι έχουµε µία σειρά ανεξάρτητων παρατηρήσεων Χ1,...,Χn από την 

οποία κάνουµε την εκτίµηση του µ. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις που οι παρατηρήσεις 

είναι εξαρτηµένες. Τότε χρησιµοποιούµε για την πρόβλεψη µοντέλα Κινούµενου Μέσου 

Όρου (Moving Average - MA), Αυτοπαλινδρόµησης (Autoregressive - AR), 

Αυτοταλαντούµενου Κινητού Μέσου (Autoregressive Moving Average - ARMA) και 

Αυτοταλαντούµενου Ολοκληρωµένου Κινητού Μέσου (Autoregressive Integrated Moving 

Average - ARIMA), ή µοντέλα χρονοσειρών. 

 Υποθέτουµε ότι η εξαρτηµένη διαδικασία είναι γραµµικός συνδυασµός 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών: 

...aa 11 +++= −ttt yz µ        (3.10) 

Η διακεκριµένη ακολουθία }{a t  είναι ανεξάρτητη, Gauss, µε µέση τιµή 0, άρα λευκή 

ακολουθία. 

 Έστω τώρα ότι θεωρούµε µόνο τους q πρώτους όρους της σειράς και την ακόλουθη 

παραλλαγή: 
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qtqtttz −− −−−=− a...aa 11 θθµ . 

Ορίζουµε tt zz ~≡− µ οπότε 

∑
=

−−=
q

i
itittz

1

aa~ θ .     (3.11) 

Στη συνέχεια ορίζουµε τον τελεστή αντίστροφης µετατόπισης Β: 

1aa −≡ ttB , jtt
jB −≡ aa . 

Η (3.11) γράφεται: 

( ) tt
q

qt BBBBz a)(Θa...1~ 2
21 =−−−−= θθθ .   (3.12) 

Η εξίσωση (3.12) λέγεται διαδικασία κινητού µέσου όρου τάξης q ή MA(q). Οι 

διαδικασίες ΜΑ(1) και ΜΑ(2) είναι 

 11aa~
−−= tttz θ , 

 2211 aaa~
−− −−= ttttz θθ . 

Το µοντέλο, εν γένει, έχει q +2 αγνώστους: 2
1 ,,...,, aq σθθµ .  

 Τώρα εξετάζουµε τα λεγόµενα µοντέλα AR. Η διαδικασία tz~  µοντελοποιείται από: 

 

tptptt zzz a~...~~
11 +++= −− φφ        (3.13) 

η οποία λέγεται αυτοταλαντούµενη διαδικασία AR(p), επειδή η tz~  προσαρµόζεται σε 

παλιές τιµές της στο ,1−t  ,2−t  κ.λπ. Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο τελεστή 

ευρίσκουµε: 

tt
p

ptt zBzBz a~...~~
1 +++= φφ  ή 

( ) tt
p

p zBB a~...1 1 =−−− φφ   ή 

ttzΒ a~)Φ( = .      (3.14) 

Το µοντέλο έχει p + 2 αγνώστους, 2
1 ,,...,, ap σφφµ , που θα εκτιµηθούν από τα δεδοµένα. 
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atzt

AR
Φp(Β)

Θq(B)

MA  

Από το σχήµα φαίνεται µια δυαδική συµπεριφορά ανάµεσα στα µοντέλα AR και ΜΑ. 

Είναι ενδιαφέρον να δούµε αυτή τη δυαδικότητα αναλυτικά. Έστω η διαδικασία ΜΑ(1) 

tttttt zBBz ~)1(aa)1(aa~ 1
1111

−
− −=⇒−=−= θθθ  

και αν |θ1| <1 τότε 

( ) tt zBB ~...1a 22
11 +++= θθ  

που είναι διαδικασία ΑR(∞). 

 Tα δύο µοντέλα AR και ΜΑ µπορούν να συνδυασθούν και έτσι έχουµε τη 

διαδικασία ARMA(p, q): 

tqtqtptptt zzz aa...a~...~~
1111 +−−−++= −−−− θθφφ    (3.15) 

όπου από τα δεδοµένα θα προσδιορίσουµε p + q + 2 αγνώστους: 2
11 ,,...,,,...,, aqp σθθφφµ . 

 Ένα ακόµη γενικότερο µοντέλο είναι ο αυτοταλαντούµενος ολοκληρωµένος 

κινητός µέσος όρος (Αutoregressive Integrated Moving Average), ή ΑRIMA. Tο µοντέλο 

αυτό χρησιµοποιείται όταν τα δεδοµένα είναι τέτοια ώστε κάποιο χαρακτηριστικό να είναι 

µεταβαλλόµενο, συνήθως η µέση τιµή µ. 

 Έστω ότι έχουµε τα δεδοµένα:  

t

zt

καµπύλη
προσαρµογής

 

Αν πάρουµε την πρώτη διαφορά τότε έχουµε: 
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t

∇zt

 

και τη δεύτερη:  

t

∇2zt

 

Μετά δηλαδή από δύο διαφορές η διαδικασία έγινε αµετάβλητη. Η διαφορά ορίζεται σαν: 

1−−≡∇ ttt zzz  

άρα  

( )dd BB −=∇−=∇ 1...,,1 . 

Εν γένει µετά από d διαφορές η διαδικασία γίνεται χρονικά αµετάβλητη. 

 Ορίζουµε τη νέα διαδικασία: 

t
d

t zw ∇≡ . 

Όταν η διαδικασία zt γίνει αµετάβλητη τότε µπορούµε να γράψουµε ένα µοντέλο της wt 

σαν ARMA, αλλά τώρα το µοντέλο της zt είναι ARIMA(p, d, q): 

tqt
d

p BzB a)(Θ)(Φ =∇  

ή 

tqtp BwB a)(Θ)(Φ = .         (3.16) 

Το µοντέλο ),,(ARIMA qdp  περιλαµβάνει τα προηγούµενα˙ για 0=d  γίνεται 

),(ARMA qp . 

 Το βασικό κριτήριο για την καταλληλότητα του µοντέλου είναι η γειτνίαση των 

συντελεστών συσχέτισης των δεδοµένων µε το 0, έτσι ώστε τα δεδοµένα να είναι λευκές 

ακολουθίες. Η αυτοσυσχέτιση µε καθυστέρηση κ είναι: 
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[ ]
2

)((

z

tt zzE
σ

µµρ κ
κ

−−
= +  

της οποίας µια καλή εµπειρική εκτίµηση δίνεται από: 

 
0

ˆ
c
cr κ

κκ ρ =≡  

 ( )( )∑
−

=
+ −−=

κ

κκ

N

i
tt zzzz

N
c

1

1 , κ = 0,1,...,M 

όπου συνήθως 
4
NM ≤  και Ν είναι ο αριθµός δεδοµένων. 

Παράδειγµα 3.8 

Έστω τα δεδοµένα, µε 51=z  

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
zt 47 64 23 71 38 64 55 41 59 48 

zzt −  -4 13 -28 20 -13 13 4 -10 8 -3 

∑
=

+ −=−++−+⋅−=−−
9

1
1 1497)3(8...)28(131314))((

t
tt zzzz , 

7.149
10
1497

1 −=
−

=c , 6.1890 =c , 79.0
6.189
7.149

0

1
1 −=

−
==

c
cr , 

άρα τα δεδοµένα δεν είναι λευκή διαδικασία. 

 Τώρα υπολογίζουµε την αυτοσυσχέτιση της διαδικασίας AR. Έχουµε: 

tptptt zzz a~...~~
11 +++= −− φφ . 

Πολλαπλασιάζουµε επί κ−tz~ : 

ttpttptttt zzzzzzz a~~~...~~~~
11 κκκκ φφ −−−−−− +++= . 

Παίρνουµε προσδοκητή τιµή 

pp −− ++= κκκ γφγφγ ...11 ,  κ > 0 

επειδή 0)a~( =− ktzE κ , αφού η διαδικασία ta  είναι ασυσχέτιστη από την tz~  για κ > 0 και 

0)a( =tE . ∆ιαιρούµε δια γ0 και η αυτοσυσχέτιση γίνεται: 

pp −− ++= κκκ ρρρ φ...φ 11 , κ > 0. 
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Αντικαθιστώντας κ =1,2,...,p και λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις ισότητες νν ρρ −=  και 

1
0

0
0 ==

c
cρ , 

11211 φ...φφ −+++= ppρρρ  

 

ppp φ...φ 11 ++= −ρρ  

που λέγονται εξισώσεις Yule-Walker. ∆ιανυσµατικά: 
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όπου αντί για φj γράψαµε φκj, που είναι ο όρος j για τη διαδικασία AR(κ). Aν 

χρησιµοποιήσουµε τις εκτιµήσεις rj του ρj, τότε έχουµε τις εκτιµήσεις jκφ̂  του jκφ : 

κκκκκκκ −+−−− +++= jjjj rrrr φ̂φ̂...φ̂ 1)1(11 ,  j = 1,2,...,κ. 

 Αν τώρα από ένα σηµείο κ και µετά των δεδοµένων ο συντελεστής κκφ̂  είναι << 

(π.χ. µικρότερος του κκϕσ̂2 ≈ N/2 , όπου Ν είναι ο αριθµός δεδοµένων µε τα οποία 

εκτιµούµε τα rj), τότε το µοντέλο πρέπει να είναι AR(κ) αφού οι συντελεστές είναι 0≈ . 

Για να κάνουµε πρόγνωση πρώτα ευρίσκουµε το µοντέλο που είναι κατάλληλο για τα 

δεδοµένα zt. H καταλληλότητα του µοντέλου ελέγχεται από την αυτοσυσχέτιση των 

υπολοίπων  

ttt zze ˆ−=  

τα οποία, µπορεί να αποδειχθεί, πρέπει να είναι λευκοί θόρυβοι. 

Παράδειγµα 3.9 

Έχουµε τα δεδοµένα του πίνακα 3.1. Παρατηρούµε ότι η διαδικασία δεν είναι 

αµετάβλητη, αφού ο µέσος όρος της αυξάνει συνεχώς. Παίρνουµε την πρώτη διαφορά 

tt zw ∇= , που εικονίζεται στον πίνακα 3.2. Από τα δεδοµένα wt υπολογίζουµε τους 

συντελεστές r1,r2,... από τον τύπο 
0c

cκ
κρ = . Στη συνέχεια υπολογίζουµε  
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 111φ̂ r= , 

1
1

1

φ̂

1

1

21

1

22

r
r
rr
r

= ,  

1
1

1

1
1

φ

12

11

21

312

21

11

33

rr
rr
rr
rrr
rr
rr

ˆ = , ... 

Η αυτοσυσχέτιση των zt φαίνεται στη συνέχεια: 

κ1 2 43 5 6 7 8
-1

+1

ρκ

 

ενώ η αυτοσυσχέτιση των wt είναι: 

κ
1 2 43 5 6 7 8

1/2
+1

ρκ

 

Οι συντελεστές kρ̂  παρουσιάζουν ηµιτονοειδή απόσβεση που είναι χαρακτηριστική 

αµετάβλητων διαδικασιών και άρα το µοντέλο θα είναι ARIMA(p,1,q). Οι συντελεστές 

κκφ̂  είναι: 

4 σφκκ1 2 43 5 6 7

1/2

+1

-1/2

 

Bλέπουµε ότι για κ =3 οι συντελεστές είναι < 2σφκκ κατ’ απόλυτη τιµή και άρα 

χρησιµοποιούµε το µοντέλο ΑRIMA(2,1,q). 
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Πίνακας 3.1 Η χρονοσειρά zt 

592 1208 1864 2508 3160 3792 4419 5023 5626 6250 
6903 7564 8223 8900 9569 10226 10823 11304 11785 12252 

12724 13339 13940 14514 15102 15648 16212 16725 17217 17839 
18463 19094 19718 20342 20966 21563 22167 22802 23431 24044 
24562 25131 25676 26205 26718 27215 27767 28389 28974 29502 
30022 30542 31044 31556 32092 32636 33196 33772 34347 34915 
35502 36078 36643 37219 37804 38381 38974 39513 40044 40634 
41237 41853 42430 42977 43529 44081 44657 45277 45917 46517 
47100 47692 48241 48802 49399 49992 50601 51214 51855 52499 
53127 53763 54387 54979 55591 56219 56843 57491 58127 58767 
59264 59777 60298 60779 61348 61942 62521 63041 63576 64082 
64550 65074 65594 66168 66664 67204 67711 68272 68837 69414 
70012 70617 71211 71701 72214 72740 73283 73889 74509 75115 
75743 76351 76971 77585 78169 78745 79309 79918 80563 81184 
81761 82318 82855 83384 83921 84476 85028 85647 86275 86889 
87493 88097 88737 89361 90017 90668 91313 91938 92575 93156 
93669 94182 94695 95201 95679 96183 96783 97397 97989 98603 
99223 99839 100478 101095 101724 102333 102902 103516 104157 104784 

105411 106026 106626 107214 107806 108418 109048 109688 110321 110961 
111586 112211 112828 113437 114038 114663 115288 115904 116519 117121 
117688 118280 118916 119548 120130 120647 121210 121773 122350 122947 
123540 124102 124705 125255 125769 126325 126893 127501 128133 128769 
129402 129994 130491 130996 131565 132142 132719 133280 133863 134435 
134997 135587 136187 136812 137424 138024 138648 139272 139909 140534 
141171 141768 142329 142878 143423 144000 144585 145168 145738 146294 
146832 147364 147920 148520 149128 149744 150342 150902 151407 151895 
152396 152885 153390 153939 154520 155129 155742 156374 157006 157648 
158295 158951 159655 160339 161039 161723 162410 163050 163698 164366 
165031 165680 166321 166934 167559 168193 168882 169580 170277 170954 
171602 172220 172852 173500 174136 174764 175364 175956 176560 177197 
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Πίνακας 3.2 Η χρονοσειρά ∇zt iz∇  

592 616 656 644 652 632 627 604 603 624 
653 661 659 677 669 657 597 481 481 467 
472 615 601 574 588 546 564 513 492 622 
624 631 624 624 624 597 604 635 629 613 
518 569 545 529 513 497 552 622 585 528 
520 520 502 512 536 544 560 576 575 568 
587 576 565 576 585 577 593 539 531 590 
603 616 577 547 552 552 576 620 640 600 
583 592 549 561 597 593 609 613 641 644 
628 636 624 592 612 628 624 648 636 640 
497 513 521 481 569 594 579 520 535 506 
468 524 520 574 496 540 507 561 565 577 
598 605 594 490 513 526 543 606 620 606 
628 608 620 614 584 576 564 609 645 621 
577 557 537 529 537 555 552 619 628 614 
604 604 640 624 656 651 645 625 637 581 
513 513 513 506 478 504 600 614 592 614 
620 616 639 617 629 609 569 614 641 627 
627 615 600 588 592 612 630 640 633 640 
625 625 617 609 601 625 625 616 615 602 
567 592 636 632 582 517 563 563 577 597 
593 562 603 550 514 556 568 608 632 636 
633 592 497 505 569 577 577 561 583 572 
562 590 600 625 612 600 624 624 637 625 
637 597 561 549 545 577 585 583 570 556 
538 532 556 600 608 616 598 560 505 488 
501 489 505 549 581 609 613 632 632 642 
647 656 704 684 700 684 687 640 648 668 
665 649 641 613 625 634 689 698 697 677 
648 618 632 648 636 628 600 592 604 637 

 

 Tο µοντέλο AR(2) είναι εύκολο να υπολογισθεί µε τη θεωρία ελαχίστων 

τετραγώνων, ενώ το µοντέλο ΜΑ(2) απαιτεί εργαλεία από τη µη γραµµική θεωρία 

εκτιµήσεων. Έστω λοιπόν ότι χρησιµοποιούµε το ARIMA(2,1,0). Το AR(2) είναι: 

 2211
~~a~

−− ++= tttt www φφ  

που δίνει 
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 a~ += ΦAw  

ή 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

300

3

2

1

298299

12

300

3

a

a

φ
φ

w~w~

w~w~

w~

w~
 

και wAAA TT ~)(ˆ 1−=Φ  είναι η βέλτιστη εκτίµηση του Φ, από την οποία 93.01̂ =φ , 

17.02̂ −=φ . 

 Τελικά το ΑRIMA(2,1,0) είναι: 

twtzBB a))(17.093.01( 2 =−∇+− µ  

ή 

twtttttt zzzzzz a24.0)(17.0)(93.0 32211 ++−−−+= −−−−− µ . 

Η αυτοσυσχέτιση των υπολοίπων µεταξύ µοντέλου και δεδοµένων είναι 0≈ άρα το 

µοντέλο είναι καλό. 

 Η πρόγνωση γίνεται ως εξής: 

17783024.0)(17.0)(93.0ˆ 298299299300300301 =+−−−+= wzzzzzz µ . 

Γενικά: 

wzzzzzz µκκκκκκ 24.0)(17.0)(93.0ˆ 297298298299299300 +−−−+= ++++++  

όπου κκ ++ = 299299ˆ zz , κ =2,3,4,... 
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IV ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 
(Scheduling) 

 

4.1 Εισαγωγή 

Εδώ θ’ ασχοληθούµε µε τον προγραµµατισµό εργασιών.  

Σαν εργασία (job) νοείται κάποια λειτουργία που θα γίνει σε µια µηχανή. 

Κατάστηµα εργασιών (job shop) είναι ένα σύνολο µηχανών που επιτελούν ένα η 

περισσότερα είδη εργασιών.  

Χρόνος ροής (flow time, ή χρόνος υστέρησης - lead time) µιας εργασίας είναι ο συνολικός 

χρόνος που η εργασία δαπανά στο κατάστηµα εργασιών 

Χρόνος περάτωσης (completion time ή makespan) είναι η χρονική στιγµή που η εργασία 

εξέρχεται από το κατάστηµα εργασιών. 

 Ο προγραµµατισµός θα γίνει έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί κάποιο µέτρο απόδοσης. 

Σαν οπτικό βοήθηµα στον προγραµµατισµό, συχνά χρησιµοποιούµε τα διαγράµµατα 

Gantt. 

Παράδειγµα 4.1 

Έστω ότι έχουµε 2 µηχανές 1 και 2 εν σειρά: 

Μ1 Μ2
 

Οι χρόνοι επεξεργασίας, ή διάρκειες επεξεργασίας (processing times) έχουν ως εξής: 

Eργασία 1 2 3 4 5 6 

M1 1 3 1 6 3 2 

M2 2 4 5 3 1 3 

Έστω ότι η ακολουθία εργασιών είναι: {1, 2, 4, 3, 6, 5}. Το διάγραµµα Gantt είναι το 

ακόλουθο: 
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1641 10 11 13

1 2 4 3 5

1

1

3 4 8

2 4

10 13 21

3

18

56

22

6
Μ1

Μ2

 

 

4.2 Το πρόβληµα n|1 (n-εργασίες, 1-µηχανή) 

(n jobs, one machine) 
Έχουµε µια µηχανή και n εργασίες που θα συντελεσθούν. Οι χρόνοι κάθε εργασίας είναι 

P[1], P[2], ..., P[n], όπου έχουµε συµπεριλάβει και τους χρόνους προετοιµασίας των 

µηχανών. 

 Έστω ότι οι n εργασίες θα εκτελεσθούν µε τη σειρά [1], [2], ...,[n]. 

P[n]

P[1]
P[2]

[2]
[1]

[n]
t  

Ο χρόνος ροής για την εργασία [κ] είναι 

∑
=

=
κ

κ

κ
1

][][ iPF  

και ο µέσος χρόνος ροής είναι 

 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
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⎨
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( ) ∑
=

+−=++−+=
n

i

iPin
n

nPPnnP
n 1

][)1(1][...]2[)1(]1[1 . 

 Έστω ότι θέλουµε να βρούµε το πρόγραµµα εκείνο που ελαχιστοποιεί το F . 

Σύµφωνα µε θεώρηµα των Hardy, Littlewood και Polya ([4]), µία ακολουθία που είναι 

γινόµενο δύο άλλων γίνεται ελάχιστη όταν η µία ακολουθία διαταχθεί κατ’ αύξουσα τάξη 

και η άλλη κατά φθίνουσα. Αλλά η )1( +− in  είναι ήδη φθίνουσα. Άρα το βέλτιστο 

πρόγραµµα είναι: 

][...]2[]1[ nPPP ≤≤≤ . 

Κατά τους ίδιους µαθηµατικούς αν οι ακολουθίες έχουν την ίδια τάξη, τότε το γινόµενο 

γίνεται µέγιστο. Άρα η ακολουθία που µεγιστοποιεί το F  είναι: 

][...]2[]1[ nPPP ≥≥≥ . 

 Aν στη συνέχεια θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το µέσο χρόνο ροής µε βάρη, τότε 

το ∑
=

=
n

i
iw iFw

n
F

1

][1  γίνεται ελάχιστο από την ακολουθία: 

nw
nP

w
P

w
P ][...]2[]1[

21

≤≤≤ . 

Παράδειγµα 4.2 

Εργασία Pi wi Pi /wi 

1 2 1 2 

2 4 2 2 

3 3 5 0.6 

4 1 4 0.25 

5 6 2 3 

Χωρίς βάρη η βέλτιστη ακολουθία είναι: { 4, 1, 3, 2, 5 }, και µε βάρη: {4, 3, 1, 2, 5 }. 

 

4.3 Το πρόβληµα n|2|Fmax 

(n jobs, two machines) 

Τώρα έχουµε n εργασίες που θα γίνουν σε 2 µηχανές. Όλες οι εργασίες είναι διαθέσιµες 
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και θα προγραµµατισθούν έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το Fmax. 

Μ1 Μ2
 

 Έστω ότι ο χρόνος κατεργασίας της εργασίας i στη µηχανή j είναι Pij. Το Fmax 

ελαχιστοποιείται µε τον αλγόριθµο του Johnson: 

1. Εύρετε το ijji
P

),(
min . Αν αυτό συµβαίνει για j = 1, τότε θέσετε την εργασία πρώτη. Αν 

2=j , τότε θέσετέ την τελευταία. Σε περίπτωση ισότητας δύο ή περισσοτέρων Pij 

ρίξτε ένα νόµισµα. 

2. ∆ιαγράψτε την εργασία αυτή από τον κατάλογο. 

3. Συνεχίστε. 

Παράδειγµα 4.3 

Εργασία Πρώτη Λειτουργία ∆εύτερη Λειτουργία 

1 6 3 

2 0 2 

3 5 4 

4 8 6 

5 2 1 

min Pij = P21=0 άρα η εργασία [2] θα εκτελεσθεί πρώτη. Από το πρόγραµµα που µένει αν 

αφαιρεθεί η [2] βρίσκουµε: min Pij = P52 = 1 άρα η εργασία [5] εκτελείται τελευταία κ.ο.κ. 

Η βέλτιστη ακολουθία είναι: { 2, 4, 3, 1, 5 } 

Το διάγραµµα Gantt είναι: 

198 13

12 4 3 5

2

2

8

4

14 23

3

18

51

22

M1

M2
19

21
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4.4 Το πρόβληµα n|3|Fmax 

(n jobs, three machines) 

Μ1 Μ2 Μ3
 

Εδώ µπορεί να εφαρµοστεί ο αλγόριθµος Jonson µε την προϋπόθεση ότι είτε η Μ1, ή η Μ3 

επικρατούν της Μ2, δηλαδή: 

 21 maxmin iiii
PP ≥ , ∀ i  ή 

 23 maxmin iiii
PP ≥ , ∀ i. 

Tότε προχωρούµε µε δύο ψευδοµηχανές Μ1', M2' τέτοιες ώστε 

Pi1' = Pi1 + Pi2 

Pi2' = Pi2 + Pi3 

Παράδειγµα 4.4 

Εργασία M1 M2 Μ3 

1 8 2 4 

2 5 4 5 

3 6 1 3 

4 7 3 2 

 Εύρετε το πρόγραµµα που ελαχιστοποιεί το Fmax. 

Προφανώς, 21 maxmin iiii
PP ≥ , ∀ i. 

Ψευδοµηχανές 

Μ1' Μ2' 

10 6 

9 9 

7 4 

10 5 
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minPij = 4 άρα η εργασία 3 θα εκτελεσθεί τελευταία 

minPij = 5 η 4 θα εκτελεσθεί τρίτη, κ.ο.κ 

Βέλτιστο πρόγραµµα { 2, 1, 4, 3 }. 

 

4.5 Προθεσµίες παράδοσης 

Ο χρόνος συµπλήρωσης Ci µιας εργασίας i είναι ο χρόνος περάτωσης της τελευταίας 

κατεργασίας. 

Υπόθεση: Ci = Fi 

Εν γένει: Ci = Fi + ri , όπου ri είναι ο χρόνος άφιξης. 

Η βραδύτητα (lateness) µιας εργασίας ορίζεται από τη σχέση Li  ≡ Fi − di = Ci − di, όπου di 

είναι η προθεσµία παράδοσης (due date) της εργασίας i. 

Η καθυστέρηση (tardiness) µιας εργασίας είναι: Ti  ≡ max (0, Li). 

Η µέση βραδύτητα L  ελαχιστοποιείται από την ακολουθία ][...]2[]1[ nPPP ≤≤≤  που 

λέγεται SPT (Shortest Processing Time). 

Θεώρηµα 

Η µέγιστη βραδύτητα και η µέγιστη καθυστέρηση ελαχιστοποιούνται από την ακολουθία: 

 { }][...]2[]1[* ndddS ≤≤≤= . 

Παράδειγµα 4.5 

Εργασία Ηµεροµηνία 

Παράδοσης 

1 3 

2 8 

3 5 

4 7 

5 6 

S* = {1,3,5,4,2}. 
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Απόδειξη του θεωρήµατος 

Έστω ένα πρόγραµµα S = S*. Στο S υπάρχει µία θέση κ τουλάχιστον όπου d[κ] > d[κ+1]. 

Έστωσαν Μ και Μ ' οι αριθµοί των αντίστοιχων εργασιών. Τώρα θεωρούµε ένα άλλο 

πρόγραµµα S' το οποίο διαφέρει απο το S στο ότι η εργασία Μ είναι στη θέση κ +1 και η 

Μ′ στη θέση κ, ενώ οι άλλες θέσεις είναι ίδιες. Εποµένως η βραδύτητα είναι ίδια παντού 

για τα S και S' εκτός στις θέσεις κ και κ +1. Η βραδύτητα στα σηµεία κ και κ +1 είναι: 

t

t

PM

PM'

k+1

k k+1

k

PM'

PM t'

t'S

S'

 

Έχουµε 

S :  
MMMM

MMM

dPPt)S(L
dPt)S(L

′′′ −++=
−+=  

S' :  
MMMM

MMM

dPPtSL
dPtSL

−++=′
−+=′

′

′′′

)(
)(

 

Αλλά αφού dM > dM′, τότε  

LM' (S) > LM (S ' ) 

και προφανώς 

LM' (S) > LM' (S ' ). 

Άρα  

LM'(S) > max {LM (S'), LM' (S')}, 

απ’ όπου 

max{L, LM (S), LM' (S)} ≥ max{L, LM (S'), LM' (S')} 

όπου L είναι η µέγιστη βραδύτητα πρίν απο τη θέση κ. Άρα η εναλλαγή των θέσεων στο S' 

έφερε βελτίωση της µέγιστης βραδύτητας και επέβαλε ακολουθία αυξουσών ηµεροµηνιών 

παράδοσης. Συνεχίζουµε µέχρις ότου καταλήξουµε στο βέλτιστο S*. Για τη µέγιστη 

καθυστέρηση ισχύει η ίδια ανισότητα αφού 

Tmax (S) = max{0, Lmax (S)} ≥ max{0, Lmax (S')} = Tmax (S'). 
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4.6 Πρόγραµµα για την ελαχιστοποίηση της προετοιµασίας 

Υπάρχουν περιπτώσεις όπου ο χρόνος προετοιµασίας των εγκαταστάσεων εξαρτάται από 

την ακολουθία εργασιών. Θέλουµε εκείνο το πρόγραµµα που ελαχιστοποιεί το F. Έστω Sij 

ο χρόνος προετοιµασίας των εγκαταστάσεων από την εργασία i στην εργασία j. Η 

διάρκεια επεξεργασίας είναι: 

∑∑
==

− +=
n

i

n

i
ii iPSF

11
],1[ ][ . 

Το F γίνεται ελάχιστο όταν το ∑ −
i

iiS ],1[  γίνεται ελάχιστο. Αυτό είναι το πρόβληµα του 

περιπλανώµενου πωλητή (traveling salesman). 

 Ο πωλητής θέλει να επισκεφθεί n πόλεις µόνο µια φορά και να επιστρέψει στο 

αρχικό σηµείο έχοντας διανύσει την ελάχιστη απόσταση. Ο αλγόριθµος των Little, Murty, 

Sweeney και Karel ([5]) που λέγεται αλγόριθµος διακλάδωσης και ορίου (branch-and-

bound), δίνει µια αποτελεσµατική λύση στο πρόβληµα. Εδώ θα εξετάσουµε τη λύση µε 

δυναµικό προγραµµατισµό που οφείλεται στον Bellman. 

 Έχουµε Ν πόλεις. Έστω σύνολο 

Νj = {2, 3, ..., j − 1, j + 1, ...,N} 

και ένα υποσύνολο S του Nj που περιέχει i πόλεις. Έστω το κόστος 

Ki(j, S) = η µικρότερη απόσταση από την πόλη 1 στην πόλη j µέσω των i οδών του 
συνόλου S. 

 Από την αρχή του βελτίστου έχουµε 

][ }){,(min).( 1 jiSi dSKSjK κκ
κκ +−= −∈

 

όπου dκ j είναι η απόσταση των πόλεων κ και j, j = 1 και i =1,...,N-2, και η αρχική συνθήκη 

είναι 

Κ0(j, −) = dij. 

 Το ελάχιστο κόστος στην τελευταία βαθµίδα υπολογίζεται ως εξής: 

][ ),(min 2,...,2 jijNNj
dNjK +−=

. 
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Παράδειγµα 4.6 

dij 

i→ j 1 2 3 4 5 

1 0 3 1 5 4 

2 1 0 5 4 3 

3 5 4 0 2 1 

4 3 1 3 0 3 

5 5 2 4 1 0 

Προφανώς 

K0(2, −) = d12 = 3 

K0(3, −) = 1  ⇐ min 

K0(4, −) = 5 

K0(5, −) = 4 

K1(2,{3}) = K0(3, −) + d32 = 1 + 4 = 5 

K1(2,{4}) = 5 + 1 = 6 

K1(2,{5}) = 4 + 2 = 6 

K1(3,{2}) = 3 + 5 = 8 

K1(3,{4}) = 5 + 3 = 8 

K1(3,{5}) = 4 + 4 = 8 

K1(4,{2}) = 3 + 4 = 7 

K1(4,{3}) = 1 + 2 = 3 

K1(4,{5}) = 4 + 1 = 5 

K1(5,{2}) = 3 + 3 = 6 

K1(5,{3}) = 1 + 1 = 2  ⇐ min 

K1(5,{4}) = 5 + 3 = 8 
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K2(2,{3,4}) = min [K1(3,{4}) + d32, K1(4,{3}) + d42] = min [8 + 4, 3 + 1] = 4 

K2(2,{3,5}) = min [8 + 4, 2 + 2] = 4 

K2(2,{4,5}) = min [5 + 1, 8 + 2] = 6 

K2(3,{2,4}) = min [6 + 5, 7 + 3] = 10 

K2(3,{2,5}) = min [6 + 5, 6 + 4] = 10 

K2(3,{4,5}) = min [5 + 3, 8 + 4] = 8 

K2(4,{2,3}) = min [5 + 4, 8 + 2] = 9 

K2(4,{2,5}) = min [6 + 4, 6 + 1] = 7 

K2(4,{3,5}) = min [8 + 2, 2 + 1] = 3  ⇐ min 

K2(5,{2,3}) = min [5 + 3, 8 + 1] = 8 

K2(5,{2,4}) = min [6 + 3, 7 + 3] = 9 

K2(5,{3,4}) = min [8 + 1, 3 + 3] = 6 

 

K3(2,{3,4,5}) = min [K2(3,{4,5}) + d32 , K2(4,{3,5}) + d42 , K2(5,{3,4}) + d52 ] 

= min [8 + 4, 3 + 1, 6 + 2] = 4  ⇐ min 

K3(3,{2,4,5}) = min [6 + 5, 7 + 3, 9 + 4] = 10 

K3(4,{2,3,5}) = min [4 + 4, 10 + 2, 8 + 1] = 8 

K3(5,{2,3,4}) = min [4 + 3, 10 + 1, 9 + 3] = 7. 

 

Το κόστος της τελευταίας βαθµίδας (συνολικό κόστος) είναι: 

Κ4(1, {2,3,4,5}) = 

5]57,38,510,14min[]}){}5,4,3,2{,([min 35,...,2
=++++=+−

= jij
djjK  

που συµβαίνει για j = 2 άρα από την πόλη 2→1. Αλλά το ελάχιστο 4 αντιστοιχεί στο 

Κ3(2,{3,4,5}), το οποίο προέρχεται από το 3 + 1 ήτοι το Κ2(4,{3,5}), που µε τη σειρά του 

προέρχεται από το Κ1(5,{3}) και το Κ0(3, −). Άρα η βέλτιστη ακολουθία είναι 1 → 3 → 5 

→ 4 → 2 → 1 και η συνολική απόσταση είναι 5. 
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4.7 Προγραµµατισµός πρότζεκτ 

Το βασικό πρόβληµα είναι η πρόγνωση της διάρκειας του πρότζεκτ ώστε να παραδοθεί 

έγκαιρα. Θα χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό των δικτύων. 

 Ένα γράφηµα συνίσταται από κόµβους και τόξα. Οι κόµβοι συµβολίζονται µε 

γράµµατα ή αριθµούς ενώ τα τόξα συµβολίζονται µε διατεταγµένα ζεύγη (x, y) όπου x και 

y είναι οι κόµβοι που συνδέουν. 

 Οι κόµβοι αντιστοιχούν σε γεγονότα (π.χ. περάτωση της εγκατάστασης κινητήρων 

σε αεροπλάνο) ενώ τα τόξα στις διαδικασίες ή δραστηριότητες (π.χ. διαδικασία 

εγκατάστασης των κινητήρων). 

1

2

4

3
 

Σε κάθε δίκτυο έχουµε τον αρχικό και τον τελικό κόµβο. 

Ορισµός 

Μία διαδικασία λέγεται κρίσιµη αν κάποια καθυστέρηση περάτωσής της προκαλεί την 

ίδια καθυστέρηση στην επόµενη διαδικασία. 

Παράδειγµα 4.7 

1 2

4

34 8

6 9

 

Η 1 είναι κρίσιµη για τις 2 , 3 , 4 κ.λπ. 

Ορισµός 

Κρίσιµο µονοπάτι είναι εκείνο που διατρέχει αποκλειστικά κρίσιµους κόµβους. 

 

 Σε κάθε πρότζεκτ υπάρχει τουλάχιστον ένα κρίσιµο µονοπάτι που προσδιορίζει τη 

διάρκειά του. Ο αλγόριθµος CPM (Critical Path Method) δίνει τον τρόπο εύρεσης του 



 79

κρίσιµου µονοπατιού. 

Υποθέσεις - Συµβολισµοί: 

1. ∆ύο κόµβοι συνδέονται µε το πολύ ένα τόξο. 

2. Οι αριθµοί των κόµβων είναι µοναδικοί. 

3. Υπάρχει µόνον ένας αρχικός και ένας τελικός κόµβος. 

4. tij : διάρκεια από κόµβο i σε κόµβο j 

 Ei : ενωρίτερος χρόνος έναρξης της διαδικασίας i 

 Li : αργότερος χρόνος έναρξης της διαδικασίας i 

 Sij : διαφορά χρόνων για (i,j) 

 

Ο αλγόριθµος CPM 

 

1. Θέσετε τον ενωρίτερο χρόνο για τον αρχικό κόµβο Ε1 = 0. 

2. Υπολογίσετε τον ενωρίτερο χρόνο έναρξης από: },...,max{ ,,11 jiijiij uu
tEtEE ++= , 

j > 1 όπου i1,...,iu συµβολίζουν διαδικασίες που προηγούνται του j. 

3. Θέσετε τον αργότερο χρόνο του τελικού κόµβου ίσο µε τον ενωρίτερο χρόνο του 

nn LE = . 

4. Υπολογίσετε τον αργότερο χρόνο έναρξης από: }min{ 11 j,vivij,iij tL,...,tLL +−= , j < 

n όπου i1, ..., iv είναι τελικοί κόµβοι όλων των τόξων που ξεκινούν από τον κόµβο j, 

και συµβολίζουν τις διαδικασίες που ακολουθούν αµέσως µετά την j 

5. Υπολογίσετε τη διαφορά για το (i, j) από: Sij = Lj − Ei − tij. 

Προσδιορίστε το µονοπάτι όπου Sij = 0. Aυτό είναι το κρίσιµο µονοπάτι. 

 

Παράδειγµα 4.8 
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Το πρότζεκτ είναι: 

∆ιαδικασία ∆ιάρκεια Άµεσος Προκάτοχος 

(1,2) 4 _ 

(2,4) 7 (1,2) 

(2,3) 8 (1,2) 

(2,5) 6 (1,2) 

(4,6) 15 (2,4), (2,3) 

(3,5) 9 (2,3) 

(5,6) 12 (2,5), (3,5) 

(6,7) 8 (4,6), (5,6) 

E1 = 0 

E2 = E1 + t12 = 0 + 4 = 4 

E3 = E2 + t23 = 4 + 8 = 12 

E4 =max{E2 + t24, E3 + t34} = max{4 + 7, 12 + 0} = 12. 

Το ψεύτικο τόξο (3,4) µε διάρκεια 0, χρειάζεται για να δείξει ότι η διαδικασία (4,6) 

εξαρτάται απο την (2,3), αφού η (2,3) προηγείται. Παρόµοια Ε5 = 21, Ε6 = 33, Ε7 = 41. 

Αυτούς τους αριθµούς βάζουµε σε τετράγωνα στους κόµβους. Εφαρµόζουµε τον 

αλγόριθµο αντίστροφα. 

L7 = E7 = 41, 

L6 = L7 − t67 = 41 − 8 = 33, 
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L5 = L6 − t56 = 33 − 12 = 21, 

L4 = L6 − t46 = 33 − 15 = 18, 

L3 = min {L4 − t34, L5 − t35} = min{18 − 0, 21 − 9} = 12, 

L2 = 4. 

Aυτούς τους αριθµούς τους βάζουµε σε κύκλους. Τώρα υπολογίζουµε τη διαφορά. 

S67 = L7 − E6 − t67 = 41 − 33 − 8 = 0, 

S46 = L6 − E4 − t46 = 33 − 12 − 15 = 6. 

Παρόµοια S56 = 0, S35 = 0, S25 = 11, S24 = 7, S12 = 0. Αυτούς τους αριθµούς τους βάζουµε 

σε παρένθεση. Το κρίσιµο µονοπάτι είναι: 

 {(1,2),(2,3),(3,5),(5,6),(6,7)}. 

 

4.8 Προγραµµατισµός µε απαιτούµενη διαδοχή εργασιών 

Επιστρέφουµε στο πρόβληµα n|1, µόνο που τώρα υπάρχουν µερικές εργασίες που πρέπει 

να ακολουθήσουν κάποια τεχνολογική διαδοχή, ή που ακολουθούνται από αυστηρά 

καθορισµένες εργασίες, αλλιώς ο χρόνος προετοιµασίας θα αυξηθεί υπερβολικά. Έστω ότι 

οι n εργασίες έχουν οµαδοποιηθεί σε κ οµάδες µε συγκεκριµένη διαδοχή. Έστω: 

Pij : ο χρόνος επεξεργασίας της εργασίας j στην οµάδα i. 

Fij : ο αντίστοιχος χρόνος ροής. 

∑
=

=
in

j
iji PP

1
 : ο συνολικός χρόνος επεξεργασίας της οµάδας i. 

ni : ο αριθµός εργασιών στην οµάδα i. 

inii FF ,=′  : ο χρόνος ροής της οµάδας i που ισούται µε το χρόνο ροής της τελευταίας 

εργασίας της οµάδας. 

 Έστω τώρα ότι θέλουµε τη βέλτιστη ακολουθία, έτσι ώστε ∑
=

′=′
κ

κ 1

1
i

iFF , ο µέσος 

χρόνος ροής των οµάδων, να είναι ελάχιστος. Αυτή η ακολουθία είναι: 

 ][...]2[]1[ κPPP ′≤≤′≤′ . 
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Παράδειγµα 4.9 

Εργασία Χρόνοι Επεξεργασίας Οµάδα Χρόνοι Επεξεργασίας ni 

1 5 (2,4) 23 2 

2 8 (5,1,3) 10 3 

3 2 (6) 4 1 

4 15    

5 3    

6 4    

Η ακολουθία Fn ′|1|  είναι {6, 5, 1, 3, 2, 4}. 

Αν όµως θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε τον αρχικό µέσον όρο ροής: ∑
=

=
n

i
iF

n
F

1

1 , τότε 

ισχύει το ακόλουθο: 

Θεώρηµα 

Η λύση του προβλήµατος n|1|F είναι: 
][
][...

]2[
]2[

]1[
]1[

κ
κ

n
P

n
P

n
P ′

≤≤
′

≤
′

. 

Απόδειξη 

1 32
Fi2

ni

hi2

Fi

οµάδα i

 

Έστωσαν hij οι χρόνοι ανάµεσα στη συµπλήρωση της εργασίας j της i οµάδας και στη 

συµπλήρωση της οµάδας. Προφανώς: 

0=
inih . 

Επίσης 

∑
+=

=
in

j
iij Ph

1κ
κ , j = 1,2,..., ni −1. 

Τώρα ijiij hFF −′=  και 
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Αλλά τα hij είναι δεδοµένα και άρα ελαχιστοποιούµε το 

∑
=

′n

i
ii Fn

n 1

1 , 

το οποίο είναι Fn ′|1|  πρόβληµα µε βάρη και η λύση του είναι αυτή του θεωρήµατος. 

Παράδειγµα 4.10 

Θεωρούµε το παράδειγµα 4.9 

i ni Pi / ni 

1 2 11.5 

2 3 3.33 

3 1 4 

και η ακολουθία είναι {2, 3, 1} = {5, 1, 3, 6, 2, 4}. 

Ορισµός 

∆ιαφορά χρόνου (περιθώριο, slack) µιας εργασίας i µε χρόνο κατεργασίας Pi και 

ηµεροµηνία παράδοσης di, είναι η ποσότητα di − Pi. 

 H εργασία µε τη µικρότερη διαφορά χρόνου είναι πιθανώς η πιο επικίνδυνη για να 

αργήσει. Ίσως τότε αν της δινόταν προτεραιότητα, αυτός ο κίνδυνος να γινόταν ελάχιστος. 

Θα προγραµµατίσουµε τις εργασίες  

][][...]2[]2[]1[]1[ nPndPdPd −≤≤−≤− . 

Το ακόλουθο θεώρηµα µας δείχνει πως η διαίσθηση µπορεί να αποτύχει παταγωδώς: 

Θεώρηµα 

Η ακολουθία των αυξανόµενων διαφορών µεγιστοποιεί την ελάχιστη βραδύτητα και την 

ελάχιστη καθυστέρηση εργασιών για το πρόβληµα n|1. 
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V ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

 

1. Κάποιο προϊόν παράγεται σε δόσεις των 20000 µονάδων. Η µηχανή που το παράγει 

έχει ρυθµό παραγωγής 400000 µονάδων / έτος και το προϊόν προστίθεται στο απόθεµα 

συνεχώς καθώς η µηχανή παράγει. Η ζήτηση είναι 160000 µονάδες / έτος. Η παραγωγή 

δεν αρχίζει πριν οι ανικανοποίητες παραγγελίες φθάσουν τις 4000. Το κόστος 

προετοιµασίας των εγκαταστάσεων είναι 400, το κόστος ανά µονάδα είναι 20, ο ρυθµός 

κόστους είναι 20% ετησίως, και το κόστος ανικανοποίητων παραγγελιών είναι 5 ανά 

µονάδα, ανά έτος. Εύρετε: 

α. Μέγιστο απόθεµα. 

β. Ετήσιο κόστος αποθέµατος. 

γ. Ετήσιο κόστος ανικανοποίητων παραγγελιών. 

δ. Ετήσιο κόστος προετοιµασίας. 

ε. Ποσοστό χρόνου που το σύστηµα ευρίσκεται σε αρνητικό απόθεµα. 

 

2. Ένα εµπορικό κατάστηµα αγοράζει κάποιο είδος για µεταπώληση µε τα εξής 

δεδοµένα: 

Ετήσιος ρυθµός ζήτησης  : 100000 µονάδες. 

Σταθερό κόστος παραγγελίας  : 40. 

Μεταβλητό µοναδιαίο κόστος : 10. 

Ρυθµός κόστους αποθέµατος / έτος : 0.2. 

Ετήσιο κόστος ανικανοποίητων παραγγελιών : 2 / µονάδα. 

Όλη η παραγγελία έρχεται µε µία εκφόρτωση. Εύρετε: 

α. Το βέλτιστο µέγεθος παραγγελίας; 

β. Αν ο χρόνος άφιξης παραγγελίας είναι 1 µήνας ποιό είναι το σηµείο παραγγελίας; 

γ. Το µέσο και µέγιστο απόθεµα; 

δ. Το µέσο και µέγιστο µέγεθος ανικανοποίητων παραγγελιών; 
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3. Στην τάξη έχουµε µεταχειρισθεί τη ζήτηση σαν συνεχή µεταβλητή, ενώ στην πράξη 

είναι διακεκριµένη µεταβλητή. Για D >> αυτή η προσέγγιση είναι ικανοποιητική αλλά 

για µικρό D δεν µπορούµε να παίρνουµε παραγώγους αλλά διαφορές ∆K(Q) = K(Q+1) 

− K(Q). Για να είναι το Q* ελάχιστο, τότε πρέπει: ∆K(Q*) ≥ 0 και ∆K(Q*−1) ≤ 0. 

∆είξετε ότι αν b = 0, p→∞, τότε το Q* είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που ικανοποιεί 

iC
ADQQ 2)1( <− . 

 

4. Πρόκειται να αποθηκεύσουµε n είδη για τα οποία το σταθερό κόστος παραγγελίας 

είναι 0. Η ζήτηση είναι σταθερή Dj µονάδες / έτος για το είδος j µε αντίστοιχο κόστος 

Cj και κόστος αποθέµατος i για όλα τα είδη. Υπάρχει ένα άνω όριο Ν στον αριθµό 

παραγγελιών ανά έτος. Αποδείξετε ότι υπάρχει λύση κλειστής µορφής γι’ αυτό το 

πρόβληµα για την εύρεση των πολλαπλασιαστών Lagrange και των βέλτιστων µεγεθών 

παραγγελίας. Ποια είναι η ερµηνεία των πολλαπλασιαστών; Υπάρχει λύση κλειστής 

µορφής αν υπάρχει σταθερό κόστος Aj; 

 

5. Ο ρυθµός ζήτησης για κάποιο είδος για τον επόµενο χρόνο είναι 200 + 1600 t, 0 ≤ t ≤ 

1. Το σταθερό κόστος παραγγελίας είναι 200 ανά παραγγελία, το κάθε είδος κοστίζει 

10/µονάδα, και ο ρυθµός κόστος αποθέµατος είναι 20% ετησίως. Το αρχικό απόθεµα 

είναι 100 µονάδες. Αν 0=b  ποιά είναι η βέλτιστη πολιτική για τον επόµενο χρόνο; 

 

6. Κάποια πρώτη ύλη έχει ζήτηση 180000 µονάδες / έτος. Το σταθερό κόστος 

παραγγελίας είναι 60/παραγγελία. %20=i . Ανικανοποίητες παραγγελίες δεν 

επιτρέπονται. Τα ακόλουθα δεδοµένα ισχύουν: 

Ποσότητα Τιµή 

0 < Q < 6000 1.7 

6000 ≤ Q < 10000 1.6 

10000 ≤ Q <∞ 1.5 

 

Ποιά είναι η βέλτιστη ποσότητα παραγγελίας; Κάνετε το διάγραµµα κόστους ως προς 
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την  ποσότητα παραγγελίας. 

 

7. Αποδείξετε τη σχέση (3.8). 

 

8. Αποδείξετε τη σχέση (3.9). 

 

9. Μία διαδικασία έχει τη µορφή tetx 356.0a10)( −= . Έχουµε τις εξής µετρήσεις: 

t 0 1 2 3 

x(t) 167.9 95.5 88.8 55.3 

 

Εύρετε την εκτίµηση ελαχίστων τετραγώνων του a. 

 

10. Εύρετε τη µέση βραδύτητα αν οι ακόλουθες εργασίες προγραµµατιστούν µε 

αυξανόµενο χρόνο επεξεργασίας 

Εργασία 1 2 3 4 5 

Pi 8 7 6 4 10 

di 10 15 24 28 23 

 

Υπάρχει άλλη ακολουθία µε µικρότερη L ; 

 

11. Αποδείξετε ότι για το πρόβληµα n|1 η ακολουθία αυξανόµενων χρόνων 

επεξεργασίας ελαχιστοποιούν το L . 

 

12. Θεωρήσετε το πρόβληµα n|2|F και τα δεδοµένα 
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 Χρόνοι Επεξεργασίας Ηµεροµηνία  

Εργασία Μ1 Μ2 Παράδοσης 

1 1 3 5 

2 2 5 12 

3 4 1 16 

4 3 2 20 

5 6 4 25 

 

Εύρετε τη βέλτιστη ακολουθία L , Lmax. Υπάρχει άλλη ακολουθία µε µικρότερη Lmax; 
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VI ΠΙΝΑΚΑΣ ΚΑΝΟΝΙΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ 
Τιµές zα που αντιστοιχούν σε πιθανότητα Ρ(Ζ ≥ zα) = α. 

 
 _._0 _._1 _._2 _._3 _._4 _._5 _._6 _._7 _._8 _._9 

0.0_ 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 0.0_
0.1_ 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247 0.1_
0.2_ 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859 0.2_
0.3_ 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483 0.3_
0.4_ 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121 0.4_
0.5_ 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 0.5_
0.6_ 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451 0.6_
0.7_ 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148 0.7_
0.8_ 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867 0.8_
0.9_ 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 0.9_
1.0_ 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 1.0_
1.1_ 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 1.1_
1.2_ 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 1.2_
1.3_ 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 1.3_
1.4_ 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681 1.4_
1.5_ 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 1.5_
1.6_ 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455 1.6_
1.7_ 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 1.7_
1.8_ 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 1.8_
1.9_ 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 1.9_
2.0_ 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 2.0_
2.1_ 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 2.1_
2.2_ 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 2.2_
2.3_ 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 2.3_
2.4_ 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064 2.4_
2.5_ 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048 2.5_
2.6_ 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 2.6_
2.7_ 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 2.7_
2.8_ 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 2.8_
2.9_ 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 2.9_
3.0_ 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 3.0_
3.1_ 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 3.1_
3.2_ 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 3.2_
3.3_ 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 3.3_
3.4_ 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 3.4_
3.5_ 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 3.5_
3.6_ 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 3.6_
3.7_ 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 3.7_
3.8_ 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 3.8_
3.9_ 0.00005 0.00005 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00004 0.00003 0.00003 3.9_
4.0_ 0.000032 

Παράδειγµα 1. Αν F(z) = P(Z ≤ z) = 0.90, τότε P(Z ≥ z) = 0.10. Από τον πίνακα , το πλησιέστερο στοιχείο 
είναι το 0.1003 που αντιστοιχεί στη γραµµή 1.2_ και στήλη _._8. Άρα z = 1.28. Μπορούµε να κάνουµε 
γραµµική παρεµβολή του 0.10 στα γειτονικά στοιχεία 0.1003 και 0.0985. Το τελικό z θα είναι πιο 
ακριβές αλλά η διαφορά του από το 1.28 είναι πρακτικά αµελητέα.  

Παράδειγµα 2. Αν F(z) = 0.14 < 0.5, τότε το σηµείο z είναι αρνητικό και συµµετρικό µε το σηµείο zα για 
το οποίο P(Z ≥ zα) = 0.14. Το πλησιέστερο στοιχείο του πίνακα είναι το 0.1401 µε zα = 1.08. Συνεπώς 
z = −1.08. 

α

zα −zα 
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