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1 EIΣΑΓΩΓΗ 

 

 Αρχίζουµε µε µερικούς βασικούς ορισµούς που αφορούν τα συστήµατα 

παραγωγής. 

• Σταθµοί παραγωγής (workstations) είναι συνήθως µηχανές συνδεδεµένες εν 

παραλλήλω και εργαζόµενοι σ’ αυτές που δέχονται πρώτες ύλες ή ανεπεξέργαστα 

κοµµάτια και παράγουν επεξεργασµένα είδη. 

• Σύστηµα παραγωγής (production system) είναι δίκτυο σταθµών παραγωγής. 

• Γραµµή παραγωγής (production line) συνίσταται από µηχανές ή σταθµούς 

παραγωγής συνδεδεµένους εν σειρά. 

• Ένα δίκτυο παραγωγής (production network) περιέχει σταθµούς παραγωγής µε 

αυθαίρετες διασυνδέσεις. 

 

 Για ν’ αυξήσουµε την παραγωγικότητα ενός δικτύου παραγωγής τοποθετούµε 

ανάµεσα σε διαδοχικούς σταθµούς χώρους εναποθήκευσης (buffers), οι οποίοι 

διατηρούν αποθέµατα υλικών προς επεξεργασία από τους επόµενους σταθµούς 

παραγωγής. 

 Το κεντρικό πρόβληµα των δικτύων παραγωγής είναι αυτό της ανάλυσης και 

σύνθεσης. Με την ανάλυση αναπτύσσουµε τη µεθοδολογία εκείνη βάσει της οποίας 

υπολογίζουµε µέσους ρυθµούς παραγωγής του συστήµατος, µέση στάθµη χώρων 

εναποθήκευσης κλπ. 

 Mε τη σύνθεση υπολογίζουµε το βέλτιστο µέγεθος χώρων εναποθήκευσης όταν 

λαµβάνουµε υπ’ όψιν την αύξηση της παραγωγικότητας αλλά και το κόστος 

αποθέµατος, τη βέλτιστη κατανοµή επισκευαστικών πόρων κλπ. 

 Θα πρέπει να τονισθεί ότι το πρόβληµα της ανάλυσης και σύνθεσης είναι 

εξαιρετικά δύσκολο λόγω του τεράστιου αριθµού των διαστάσεων και των 

υπερβολικών υπολογιστικών απαιτήσεων. Η πολυπλοκότητα του προβλήµατος σε 

συνδυασµό µε την τυχαιότητα των διακεκριµένων γεγονότων (µηχανές σπάζουν ή 

επισκευάζονται, χώροι εναποθήκευσης γεµίζουν ή αδειάζουν) το κάνουν ιδιαίτερα 

ελκυστικό και ενδιαφέρον. Σε µια εποχή εύθραυστων οικονοµιών, µειωµένης 
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παραγωγικότητας, και συνεχώς αυξανόµενης αυτοµατοποίησης η λύση τέτοιων 

προβληµάτων θα µπορούσε να θεωρηθεί πολύ σηµαντική. Εντούτοις, πρέπει να γίνει 

κατανοητό ότι η «σύνθεση» εννοείται µε µια πολύ στενή σηµασία, όπως συνήθως 

συµβαίνει µε πολλά προβλήµατα µηχανικών. Για παράδειγµα, η γεωµετρία ή η 

τοπολογία του δικτύου επηρεάζει την παραγωγικότητα. Ακόµη πιο σηµαντικό, θα 

πρέπει κανείς να λάβει υπ’ όψιν του τις κοινωνικές, οικονοµικές, και οικολογικές 

επιδράσεις του συστήµατος παραγωγής. Ένα εξαιρετικά αυτοµατοποιηµένο εργοστάσιο 

µπορεί να συνεπάγεται απολύσεις εργατών που πιθανόν να είναι ανεπιθύµητες. Ένα 

ρυπογόνο εργοστάσιο µπορεί να καταστρέψει το άµεσο ή έµµεσο περιβάλλον του ή 

ισοδύναµα το βιολογικό του κεφάλαιο. Το πρόβληµα εποµένως γίνεται ένα πολύπλοκο 

πρόβληµα συστηµάτων. 

 Αν το πρόβληµα δεν συνδεθεί µε τα αντίστοιχα οικονοµικά, κοινωνικά, και 

οικολογικά προβλήµατα, τότε δεν πρόκειται παρά για µια στεγνή άσκηση µηχανικών 

σαν τόσες άλλες που βασικά είναι υπεύθυνες για πολλά προβλήµατα του πλανήτη µας. 

 Ας θεωρήσουµε τη γραµµή παραγωγής του σχήµατος. Έστω ότι κάθε µηχανή 

παράγει µε ρυθµό παραγωγής ij, j = 1,2,...,n και η χωρητικότητα κάθε χώρου 

εναποθήκευσης είναι Nj . Κάθε µηχανή παράγει ένα προϊόν σ’ έναν κύκλο παραγωγής 

µε πιθανότητα pj και αν είναι χαλασµένη, επισκευάζεται στον ίδιο χρόνο µε πιθανότητα 

rj. 

 

M1 B1 Mi-1 Mi Mi+1 MnBi-1 Bi Bn-1
 

 

Σχήµα 1.1. Γραµµή παραγωγής 

 

 Για να υπολογίσουµε τη µέση παραγωγή της γραµµής και τη µέση στάθµη των 

χώρων εναποθήκευσης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις αλυσίδες Markov που είναι 

ακριβή µοντέλα. H κατάσταση της αλυσίδας περιγράφεται από τις καταστάσεις των 

µηχανών (0 ή 1) και τον αριθµό των κοµµατιών (0, 1, 2,....) που ευρίσκονται µεταξύ 

δύο διαδοχικών µηχανών κάποια χρονική στιγµή.  

 Στη στοιχειώδη γραµµή του Σχήµατος 2.1, αν η χωρητικότητα της αποθήκης είναι 
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Ν1 = 0, τότε στο σύστηµα µπορεί να υπάρχουν 0, 1, ή 2 κοµµάτια. Ως τέτοια 

υπολογίζονται όσα έχουν τελειώσει την κατεργασία τους από την Μ1 και αναµένουν ή 

υφίστανται κατεργασία στην Μ2. Για παράδειγµα, στο σύστηµα υπάρχουν δύο 

κοµµάτια όταν η M2 κατεργάζεται ένα κοµµάτι, η αποθήκη έχει 0 κοµµάτια, και 

υπάρχει ένα ακόµη κοµµάτι αποκλεισµένο στην έξοδο της Μ1 το οποίο έχει τελειώσει 

την κατεργασία του στην µηχανή και περιµένει να περάσει στην Μ2.  

 

M1 B1 M2 
 

 

Σχήµα 1.2. Στοιχειώδης γραµµή 

 

 Έχουµε τις εξής καταστάσεις µε τη σύµβαση (Μ1Β1Μ2) 

(0,0,0),  (1,0,0), (1,0,1), (0,0,1) 

(0,1,0), (1,1,0), (1,1,1), (0,1,1) 

(0,2,0), (1,2,0), (1,2,1), (0,2,1) 

δηλαδή συνολικά 12 καταστάσεις και άρα 12 διαφορικές εξισώσεις να λύσουµε. Ακόµη 

και στη µόνιµη κατάσταση το σύστηµα γίνεται πολύπλοκο. Εν γένει, σε ένα δίκτυο 

παραγωγής µε n µηχανές και m αποθήκες έχουµε ( )∏
=

+
m

j
j

n N
1

32  καταστάσεις. Για 

παράδειγµα, για µία γραµµή µε n = 20, m = 19, 20=jN  που είναι µια ρεαλιστική 

περίπτωση έχουµε περίπου 7.8×1031 καταστάσεις! Ο υπολογιστής που θ’ αναλάβει να 

λύσει αυτό το πρόβληµα χρειάζεται 1032 µsec αν υποθέσουµε (τελείως υπεραισιόδοξα) 

ότι κάθε διαφορική εξίσωση παίρνει 10 µsec χρόνου CPU, ή περίπου 3×1018 έτη! Ο 

υπολογιστής που θα λύσει το πρόβληµά µας δεν θα εφευρεθεί στα προσεχή 50 χρόνια 

γι’ αυτό πρέπει να στραφούµε σε άλλες µεθόδους. 

 Η µέθοδος Markov είναι καλή για προβλήµατα µικρών διαστάσεων και τέτοια 

υπάρχουν στην πράξη. Για µεγαλύτερα, πρέπει να επινοήσουµε άλλες µεθόδους. 

 Στο µεταξύ χρειαζόµαστε µια κάπως λεπτοµερή εξέταση συστηµάτων αναµονής 

και διαδικασιών Markov. 
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2 ΟΥΡΕΣ H ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΝΑΜΟΝΗΣ 

(Queueing Systems) 

 

2.1 Μοντέλα Γέννησης – Θανάτου 

(Birth-death models) 

 

 Αρχίζουµε µε µια αλυσίδα Markov {Xt, t ≥ 0}. Ορίζουµε 

Pjk(τ, t) =∆   P(Xt = k| Xτ = j)     (2.1.1) 

H πιθανότητα Pjk λέγεται συνάρτηση πιθανότητας µετάβασης. 

 Θεωρούµε τώρα τις χρονικές στιγµές n > l > m ≥ 0 και τις καταστάσεις j και k. 

Προφανώς 

       Pjk(m, n) = P(Xn = k| Xm = j) = 
( )

( )
= =

=
n m

m

P X k , X j
P X j

  

     
)(

)(
ςκαταστάσει

jXP

jX,iX,kXP

m

i
mln

=

===
=

∑
 

     ∑ ======
i

mlmln jXiXPjX,iXkXP
ςκαταστάσει

)()(  

∑ =====
i

mlln jXiXPiXkXP
ςκαταστάσει

][][ ,          (2.1.2) 

επειδή η διαδικασία είναι Markov και άρα 

P(Xn = k| Xl = j, Xm = j) = P(Xn = k| Xl = j). 

H (2.1.2) γίνεται 

Pjk(m, n) = ∑
i

ikji n,lPl,mP
ςκαταστάσει

)()(    για κάθε στιγµή l.   (2.1.3)  

Αυτή η εξίσωση είναι θεµελιώδης στη θεωρία διαδικασιών Markov και λέγεται 

εξίσωση των Chapman-Kolmogorov (C-K). Κάθε διαδικασία Markov ικανοποιεί 

µιαν εξίσωση C-K µολονότι υπάρχουν και διαδικασίες που δεν είναι Markov και 
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ικανοποιούν εξισώσεις C-K. 

 Tώρα υποθέτουµε ότι η αλυσίδα Markov έχει τις ακόλουθες επιπλέον ιδιότητες: 

1. P[µία αλλαγή κατάστασης στο διάστηµα (t, t + ∆t)]= 

 = 1 – Pjj(t, t + ∆t) = qj(t)∆t + ο(∆t).    (2.1.4) 

∆ηλαδή η πιθανότητα το σύστηµα να φύγει από την κατάσταση j στο διάστηµα ∆t 

είναι ανάλογη του ∆t. Η ποσότητα ο(∆t) ορίζεται: 

0
∆

)o(∆
0∆

=
→ t

tlim
t

. 

2.  Pjk(t, t + ∆t) = qjk(t)∆t + ο(∆t) (2.1.5) 

3.  Oι συναρτήσεις qj, qjk είναι συνεχείς. 

 

 Πηγαίνουµε στην εξίσωση C-K (2.1.3) και αντικαθιστούµε 

 m = τ 

 l = t 

 n = t + ∆t 

Η εξίσωση C-K γίνεται: 

 ∑ +=+
i

ikjijk tt,tPt,Ptt,P )∆()()∆( ττ  

      = Pjk(τ, t) Pkk(t, t + ∆t) + ∑
≠

+
ki

ikji tt,tPt,P )∆()(τ  

      = Pjk(τ, t) [1 – qk(t)∆t + o(∆t)] + ∑
≠

+
ki

ikji tt,tPt,P )∆()(τ  

όπου κάναµε χρήση της (2.1.4). Παρόµοια χρησιµοποιώντας την (2.1.5) ευρίσκοµε 

Pjk(τ, t +∆t) = Pjk(τ, t) [1– qk(t)∆t + o(∆t)] ∑
≠

++
ki

ikji tttqt,P )]o(∆)∆()[(τ  

και µετά από µερικές στοιχειώδεις πράξεις 

∑
≠

+−=
∂

∂
ki

ikjijkk
jk tqt,Pt,Ptq

t
t,P

)()()()(
)(

ττ
τ

    (2.1.6) 

Η (2.1.6) είναι πολύ σηµαντική και λέγεται ευθεία εξίσωση του Kolmogorov. 
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 Tώρα µε την αντικατάσταση 

 m = τ 

 l = τ+∆τ 

 n = t 

ευρίσκοµε την αντίστροφη εξίσωση του Kolmogorov 

∑
≠

−=
∂

∂
ji

jiikjkj
jk qt,Pt,Pq

t,P
)()()()(

)(
ττττ

τ
τ

    (2.1.7) 

 

Υπάρχουν πολλά αναµονητικά συστήµατα όπου η κατάσταση του συστήµατος (µέγεθος 

της ουράς) είναι Markov µε συνεχή ή διακεκριµένο χρόνο και έχουν την ιδιότητα 

γέννησης-θανάτου, δηλαδή οι αλλαγές κατάστασης σ’ ένα «µικρό» χρονικό διάστηµα 

είναι +1 ή 0 ή –1 ή 

  P[µετάβαση από το n στο n+1 στο (t,t+∆t)] = λn∆t + o(∆t)  για n≥0 

  P[µετάβαση από το n στο n–1 στο (t,t+∆t)] = µn∆t + o(∆t)  για n≥1 

  P[καµµία µετάβαση στο (t,t + ∆t)] = 1 – (λn + µn)∆t + o(∆t) για n≥1 

(2.1.8) 

 Στην πράξη µπορούµε να έχουµε ένα αναµονητικό σύστηµα (π.χ. χώρος 

εναποθήκευσης σε σύστηµα παραγωγής ή ουρά αναµονής σε τράπεζα) όπου τα 

αντικείµενα ή οι πελάτες φθάνουν τυχαία µε ρυθµό λn είδη/χρόνο και εξυπηρετούνται 

µε ρυθµό µn είδη/χρόνο. «Τυχαία» σηµαίνει σύµφωνα µε την έννοια των εξισώσεων 

(2.1.8). Το µέγεθος της ουράς στο χρόνο t είναι X(t) και η χωρητικότητά της άπειρη. 

Αυτό είναι το λεγόµενο αναµονητικό σύστηµα Μ/Μ/1, όπου Μ σηµαίνει χωρίς µνήµη 

(memoryless). Tο πρώτο Μ είναι για την είσοδο, το δεύτερο για την έξοδο, και το 1 

είναι ο αριθµός των εξυπηρετούντων (servers). 

 Συγκρίνοντας τις (2.1.4), (2.1.5) και (2.1.8) ευρίσκοµε  

qn, n+1(t) = λn        

qn, n–1(t) = µn        

qn(t) = λn + µn.      (2.1.9) 
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Tώρα χρησιµοποιούµε την ευθεία εξίσωση του Kolmogorov (2.1.6) µε 

 αρχή χρόνου τ = 0 

 αρχική κατάσταση j = 0 

 τελική κατάσταση k = n 

και υπολογίζουµε τις πιθανότητες 

  P0n(0,t) =∆ Pn(t) = P [υπάρχουν n είδη στο σύστηµα στον t] 

  =)(tPn
� ρυθµός αύξησης της πιθανότητας Pn(t) 

)(tPn
� = –(λn + µn)Pn(t) + µn+1Pn+1(t) + λn–1Pn–1(t),  για n ≥ 1   (2.1.10) 

και για n = 0 

)(0 tP� = –λ0P0(t) + µ1P1(t)     (2.1.11) 

επειδή µ0 = λ –1 = 0. 

 Σχηµατικά 

 

0 1 2 3 n 

λ0 λ1 λ2 λ3 λn-1 λn 

µ1 µ2 µ3 µ4 µn µn+1 

 

Σχήµα 2.1. ∆ιάγραµµα καταστάσεων συστήµατος γέννησης-θανάτου 

 

Οι εξισώσεις (2.1.10) και (2.1.11) είναι µορφές της ευθείας εξίσωσης Kolmogorov. 

 Τώρα υποθέτουµε: 

       n
n

n ∀




=
=

µµ
λλ

 

και ότι οι εξισώσεις (2.1.10) και (2.1.11) έχουν µόνιµη κατάσταση, ήτοι 

       




→

→

0)(
)(

tP
PtP

n

nn

�  καθώς t→∞. 



 10 

Για να υπάρχει αυτή η µόνιµη κατάσταση τα ακόλουθα πρέπει να ισχύουν 

1,)(0 11 ≥+++−= −+ nPPP nnn λµµλ     (2.1.12) 

100 PP µλ +−= .        (2.1.13) 

Η (2.1.12) δίνει 

11 −+ −
+

= nnn PPP
µ
λ

µ
µλ       (2.1.14) 

και η (2.1.13) 

01 PP
µ
λ

= .       (2.1.15) 

Αντικαθιστούµε n = 1,2,... στην (2.1.14) και χρησιµοποιώντας την (2.1.15) ευρίσκοµε 

02

2

2 PP
µ
λ

=  

03

3

3 PP
µ
λ

=  

και µε την τέλεια επαγωγή 

0PP n

n

n µ
λ

= . 

Ορίζουµε 
µ
λ =∆  ρ οπότε 

0PP n
n ρ=  

και επειδή 1
0

=∑
∞

=i
iP  

∑
∑ ∞

=

∞

=

=⇒=

0

0
0

0
11

n

nn

n PP
ρ

ρ  

το οποίο συγκλίνει µόνο αν 1<ρ  ή µλ <  που διαισθητικά σηµαίνει ότι αν µλ ≥  ή 

ισοδύναµα 

αν ο µέσος ρυθµός αφίξεων είναι ≥ του µέσου ρυθµού εξυπηρέτησης, τότε η ουρά 
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αναµονής εκρήγνυται µε τη συνεχή αύξηση και δεν υπάρχει µόνιµη κατάσταση. 

 Προφανώς 

P0 =1 – ρ     για  ρ < 1 

και 

Pn = ρn(1 – ρ),        n = 0, 1, ...,  για  ρ < 1. (2.1.16) 

 Για να γίνει αντιληπτή η σηµασία των διαφορικών εξισώσεων της ουράς Μ/Μ/1 

γράφουµε τις εξισώσεις (2.1.10) για µn = 0, δηλαδή η ουρά δεν έχει αναχωρήσεις. 

1),()()( 1 ≥+−= − ntPtPtP nnn λλ�  

)()(0 tPtP oλ−=� . 

Έστω ότι P0(0) = 1 και P1(0) = P2(0) = ... = 0. Τότε 

tetP λ−=)(0  

ttetP λλ −=)(1  

tettP λλ −=
2
)()(

2

2  

και µε τέλεια επαγωγή 

0,
!
)()( ≥= − ne

n
ttP t

n

n
λλ  

η οποία είναι η πιθανότητα Poisson µε παράµετρο λt. Θυµηθείτε τώρα ότι  

Pn(t) = P[n αφίξεις στο χρόνο t]. 

Έστω ότι ο χρόνος ανάµεσα σε διαδοχικές αφίξεις είναι Τ, τότε 

P[T ≥ t] = P[µηδέν αφίξεις στον t] = P0(t) = e–λt
. 

H συνάρτηση κατανοµής του Τ είναι  

Fa(t) = P[T < t] = 1 – e– λt
 

και η συνάρτηση πυκνότητας 

taa etFtf λλ −== )()( �  

το οποίο σηµαίνει ότι  
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άν οι αφίξεις είναι Poisson, τότε οι χρόνοι ανάµεσα στις αφίξεις είναι εκθετικά 

κατανεµηµένοι µε µέση τιµή 
λ
1  

και αντίστροφα, 

αν οι χρόνοι ανάµεσα στις αφίξεις είναι ανεξάρτητοι και εκθετικά κατανεµηµένοι, 

τότε οι αφίξεις είναι Poisson. 

 

 Κατά τον ίδιο τρόπο θέτουµε λn = 0 στην (2.1.10) που σηµαίνει ότι στο χρόνο t 

έχουµε Ν(t) αντικείµενα ή πελάτες στο σύστηµα και δεν υπάρχουν αφίξεις παρά µόνο 

αναχωρήσεις. Τότε 

      PN (0) = 1 

      PN–1(0) = PN–2(0) =  ... = P0(0) = 0 

και 

      =)(tPn
�  – µPn(t) + µPn+1(t) 

      =)(0 tP� µP1(t). 

Για n = Ν ευρίσκοµε 

      =)(tPN
�  – µPN (t) ή 

      PN (t) = e–µt και επαγωγικά 

      #  

      t
k

kN e
!k
ttP µµ −

− =
)()(  

η οποία είναι Poisson και εποµένως οι χρόνοι εξυπηρέτησης είναι εκθετικά 

κατανεµηµένοι ή 

fs(t) = µe–µt µε µέση τιµή 
µ
1 . 

 Βρήκαµε τις σηµαντικές διαφορικές-διαφοράς εξισώσεις (2.1.10) και (2.1.11) 
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χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες Markov και είδαµε ότι η διαδικασία που προκύπτει είναι 

Poisson. Οι ίδιες εξισώσεις µπορούν να ευρεθούν υποθέτοντας ότι η διαδικασία 

αφίξεων είναι Poisson και οι χρόνοι εξυπηρέτησης εκθετικοί. Μετά µπορεί ν’ 

αποδειχθεί ότι η διαδικασία είναι Markov. Εδώ βρήκαµε τις εξισώσεις µε το γενικότερο 

δυνατό τρόπο. 

 

2.2 Μερικές Βασικές Ιδέες Αναµονητικών Συστηµάτων 

 

 Η στοχαστική διαδικασία Ν(t) έχει ορισθεί σαν ο συνολικός αριθµός πελατών στο 

σύστηµα στο χρόνο t. Ο πελάτης Cn φθάνει στο σύστηµα τη στιγµή τn και ο χρόνος 

ανάµεσα στις αφίξεις των Cn–1 και Cn είναι: 

tn = τn – τn–1      (2.2.1) 

Aντίστοιχα ονοµάζουµε wn το χρόνο αναµονής στην ουρά και xn το χρόνο 

εξυπηρέτησης του Cn. Ο συνολικός χρόνος στο σύστηµα είναι: 

sn = wn + xn      (2.2.2) 

Εφ’ όσον υπάρχει µόνιµη κατάσταση στο σύστηµα τότε 

ttE n →)(  και 
λ
1

=t .     (2.2.3) 

Οµοίως  

xxE n →)(  και
µ
1

=x .     (2.2.4) 

 Ορίζουµε ακόµη δύο στοχαστικές διαδικασίες, τις  

      a(t) : αριθµός αφίξεων στο [0, t] 

      d(t) : αριθµός αναχωρήσεων στο [0, t] 

Τότε 

  Ν(t) = a(t) – d(t).      (2.2.5) 

Ορίζουµε σαν Τt το µέσο χρόνο αναµονής στο σύστηµα του κάθε πελάτη στο διάστηµα 

[0,t]. Yποθέτουµε ότι 



 14 

 TTtt
=

∞→
lim  

και ο µέσος αριθµός πελατών Nt στο [0,t] ικανοποιεί 

 NNtt
=

∞→
lim . 

 Ο νόµος του Little µας λέει ότι 

TN λ= .      (2.2.6) 

Η (2.2.6) ήταν γνωστή από δεκαετιών αλλά αποδείχθηκε αυστηρά το 1961 από τον 

Little. Αν οι ποσότητες της (2.2.6) αναφερθούν στην ουρά αναµονής µόνο αντί σ’ 

ολόκληρο το σύστηµα, τότε 

WNq λ=       (2.2.7) 

ενώ για το σύστηµα εξυπηρέτησης έχουµε 

xNs λ=       (2.2.8) 

όπου sN  είναι ο µέσος αριθµός πελατών στο χώρο εξυπηρέτησης. 

 

 Η σύµβαση συµβολισµού ενός αναµονητικού συστήµατος είναι: 

Ι/Ο/m/K/P 

I : στατιστική εισόδου (Μ: χωρίς µνήµη, G: γενική, Ε: Erlang) 

O : στατιστική εξόδου 

m : αριθµός εξυπηρετούντων 

K : χωρητικότητα συστήµατος 

P : µέγεθος πληθυσµού πελατών 

Για παράδειγµα, Μ/G/5/50/1000 είναι ένα αναµονητικό σύστηµα όπου η είσοδος είναι 

Poisson, η έξοδος γενικής κατανοµής, υπάρχουν 5 σταθµοί εξυπηρέτησης, η 

χωρητικότητα του συστήµατος (ουρά + εξυπηρέτηση) είναι 50, και ο συνολικός 

αριθµός πελατών είναι 1000. 

 Επιστρέφουµε τώρα στις εξισώσεις (2.1.10) και (2.1.11) που γράφονται στη 

µόνιµη κατάσταση 
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0 = –(λn + µn)Pn + λn–1Pn–1 + µn+1Pn+1    (2.2.9) 

1−λ = 2−λ =…=µ0= 1−µ =…=0        

0 1 2 n 

λ0 λ1 λ2 λn–1 λn 

µ1 µ2 µ3 µn µn+1 

Ε2 

Ε1 
 

Σχήµα 2.2. Ροές µέσα/έξω για το σύστηµα γέννησης-θανάτου 

 

Από το διάγραµµα καταστάσεων βλέπουµε ότι η (2.2.9) µας δίνει την αρχή της 

διατήρησης της ροής ή της συνέχειας σε κάθε κατάσταση. Στην κατάσταση n έχουµε: 

 Ροή προς τα έξω:  λnPn + µnPn 

 Ροή προς τα µέσα: λn–1Pn–1 + µn+1Pn+1 

και η εξίσωσή τους µας δίνει την (2.2.9) που είναι ισολογισµός ροής γύρω από την Ε1. 

Αν τώρα θεωρήσουµε την Ε2 ο ισολογισµός ροής δίνει 

λnPn = µn+1Pn+1        (2.2.10) 

απ’ όπου ευρίσκοµε 

0
0

0
1 PP

µ
λ

=  

και επαγωγικά όπως σε προηγούµενη περίπτωση 

0
21

110

...
... PP

n

n
n µµµ

λλλ −=  .       (2.2.11) 

Η (2.2.11) είναι η λύση της (2.2.9). Τώρα 

∑
∞

=

⇒=
0

1
n

nP ∑ ∏
∞

=

−

= +
+

1

1

0
0

1
0

n

n

k k

k PP
µ
λ  = 1       
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∑ ∏
∞

=

−

= +
+

=⇒

1

1

0 1

0

1

1

n

n

k k

k
P

µ
λ

.      (2.2.12) 

Οι (2.2.11) και (2.2.12) για λ0 = λ1 = ... = λ και µ1 = µ2 = ... = µ µας δίνουν το σύστηµα 

Μ/Μ/1 και τις λύσεις του προηγούµενου κεφαλαίου. 

 Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι για να έχουµε λύση µόνιµης κατάστασης, πρέπει: 

∞<∑ ∏
∞

=

−

= +1

1

0 1n

n

k k

k

µ
λ         (2.2.13) 

που δίνει την εξής συνθήκη για την ύπαρξη στο πρόβληµα µόνιµης κατάστασης: 

∃ k0 τέτοιο ώστε ∀ k ≥ k0 1
1

<
+k

k

µ
λ .     (2.2.14) 

 

 Επανερχόµαστε τώρα στο σύστηµα Μ/Μ/1. Ο µέσος αριθµός πελατών Ε(n) στο 

σύστηµα είναι: 

    ∑∑
∞

=

∞

=
−==

00
)1(

n

n

n
n nnPN ρρ  

        ∑
∞

=
−=

0
1

n

nn)( ρρ 







∂
∂−= ∑

∞

=0
)1(

n

nρ
ρ

ρρ  

        







−∂
∂−=

ρρ
ρρ

1
1)1(       

ρ
ρ
−

=
1

.                   (2.2.15) 

Η διασπορά Var(n) είναι 

    ∑
∞

=
−=

0

22 )(
n

nN PNnσ  

2)1( ρ
ρ

−
=                 (2.2.16) 

Η γραφική απεικόνιση του N  έχει ως εξής: 
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0

25

50

75

100

0 0.25 0.5 0.75 1
ρ

N

 

Σχήµα 2.3. Μέσος αριθµός πελατών στο σύστηµα Μ/Μ/1 συναρτήσει του ρ 

 

 Παρατηρούµε ότι είναι επικίνδυνο να λειτουργούµε το σύστηµα κοντά στη 

χωρητικότητά του δηλαδή για µλ ≅ . Πρέπει λ < µ και µάλιστα λ << µ. Αυτό 

συµβαίνει επειδή για λ≅µ µπορεί κατά µέσον όρο να εξυπηρετούµε όσους έρχονται 

κατά µέσον όρο πάλι και το σύστηµα να είναι αδρανές κατά P0 = 1 – ρ του χρόνου, 

αλλά τυχαίες αφίξεις µπορούν να συµβούν οµαδικά και η ουρά να εκραγεί. 

 Τέλος για την ουρά Μ|Μ|1 ο µέσος χρόνος παραµονής στο σύστηµα είναι: 

)1( ρλ
ρ

λ −
== NT         (2.2.17) 

και η πιθανότητα να έχει το σύστηµα τουλάχιστον n πελάτες στη µόνιµη κατάσταση 

είναι: 

n

nk

k

nk
kPntNP ρρρ =−==≥ ∑∑

∞

=

∞

=
)1(])([ .   (2.2.18) 

 

2.3 Αφίξεις µε Αποθάρρυνση 

(Discouraged arrivals) 

 

 Το σύστηµα αναµονής τώρα έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

1+
=

n
a

nλ ,  για n = 0, 1, 2, ... 

µn = µ,  για n = 1, 2, ... 
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To διάγραµµα κατάστασης είναι 

 

0 1 2 3 n 

a a/2 a/3 a/4 a/n a/(n+1)

µ µ µ µ µ µ 

 

 

Σχήµα 2.4. Αφίξεις µε αποθάρρυνση 

 

 Από την (2.2.11) ευρίσκοµε 

!
11

0
1

0
0 n

aPk
a

PP
nn

k
n 






=+= ∏

−

= µµ
      (2.3.1) 

και από την (2.2.12) ευρίσκοµε 

µ
µ

µ

/a
/a

n

n e
e

!n
a

P −

∞

=

==







+

=

∑

1

11

1

1

0  .    (2.3.2) 

Oι συνθήκες ύπαρξης µόνιµης κατάστασης εδώ δίνουν ∞<
µ
a . 

Προφανώς 

 µ

µ
/

!
1 a

n

n ea
n

P −





=   n = 0, 1, ...    (2.3.3) 

που είναι Poisson. O µέσος αριθµός πελατών είναι 

µ
aN =        (2.3.4) 

και ο µέσος χρόνος αναµονής στο σύστηµα 

λ
NT =   

αλλά, επειδή ex = ( )∑∞
=0 !n

n nx , προκύπτει  
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∑
∞

=
=

0n
nn Pλλ =








+
= ∑

∞

=

−

0 !
1

1n

/a
n

ea
nn

a µ

µ
µ(1 – e– a / µ) 

οπότε 

)1(2 µµ /ae
aT

−−
=  .      (2.3.5) 

 

2.4 Το Σύστηµα Μ/Μ/∞∞∞∞ 

 

 Σε αυτό το σύστηµα υποθέτουµε ότι ο εξυπηρετών αυξάνει το ρυθµό 

εξυπηρέτησης ή ότι το σύστηµα διαθέτει πάντα έναν εξυπηρετούντα µόλις υπάρξει 

ζήτηση. 

 Έχουµε λοιπόν 

  λn = λ, n = 0, 1,… 

  µn = nµ, n = 1, 2,… 

Όπως στις προηγούµενες περιπτώσεις υπολογίζουµε 

∏
−

= +
=

1

0
0

)1(

n

k
n k

PP
µ

λ       (2.4.1) 

που είναι ακριβώς η προηγούµενη περίπτωση για a = λ. Άρα 

µλµλ /

!
)/( −= e

n
P

n

n , n = 0, 1,…     (2.4.2) 

µ
λ

=N .      (2.4.3) 

Τέλος από τον τύπο του Little 

µλ
1

==
NT      (2.4.4) 

που είναι κάτι αναµενόµενο. 
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2.5 Το Σύστηµα Μ/Μ/m  

 

 Το σύστηµα διαθέτει το πολύ m εξυπηρετούντες. Εδώ ισχύει: 

   λn = λ,  n = 0, 1,… 

  µn = min(nµ, mµ),  n = 1, 2,… 

H συνθήκη για την ύπαρξη µόνιµης κατάστασης είναι 1<
µ

λ
m

 και το διάγραµµα 

κατάστασης 

 

0 1 m-1 m m+1

λ λ λ λ λ

µ mµ(m-1)µ mµ mµ

λ

2µ
 

 

Σχήµα 2.5. Σύστηµα Μ/Μ/m 

 

 Οι πιθανότητες Pn για mn ≤  είναι 

Pn = P0 ∏
−

= +

1

0 )1(

n

k k µ
λ

!
1

0 n
P

n









=

µ
λ       (2.5.1) 

και για mn ≥  

Pn = P0 ∏∏
−

=

−

= +

11

0 )1(

n

mi

m

k mk µ
λ

µ
λ =P0

mnm

mm

−

















µ

λ
µ
λ

!
1 =P0 mn

n

mm −






 1
!
1

µ
λ .      (2.5.2) 

Oρίζουµε 

µ
λ

ρ
m

=  

και για ρ <1 έχουµε από τις εξισώσεις (2.5.1) και (2.5.2) 
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Pn = !
)(

0 n
mP

nρ      mn ≤

Pn = !0 m
mP

mnρ       mn ≥ .
       (2.5.3) 

Tέλος, από την (2.2.12)  

    
11

1
0

1
!
)(

!
)(1

−∞

=
−

−

=




 ++= ∑∑

mk mk

km

k

k

mm
m

k
mP ρρ  

11

0 1
1

!
)(

!
)( −−

=






−
+= ∑

ρ
ρρ
m

m
k

m mm

k

k
.        (2.5.4) 

 Τα τηλεφωνικά συστήµατα είναι της µορφής Μ/Μ/m και θα ήταν ενδιαφέρον να 

υπολογίσουµε την πιθανότητα ένα τηλεφώνηµα να µη βρει διαθέσιµο κύκλωµα 

P[σύστηµα πλήρες] ∑∑
∞

=
−

∞

=
==

mn mn

n

mn
n mm

mPP 1
!
)(

0
ρ  

και µετά λίγη άλγεβρα 

P[σύστηµα πλήρες]
∑

−

= −
+

−
= 1

0 1
1

!
)(

!
)(

1
1

!
)(

m

n

mn

m

m
m

n
m

m
m

ρ
ρρ

ρ
ρ

       (2.5.5) 

που λέγεται τύπος του Erlang. 

 

2.6 To Σύστηµα Μ/Μ/1/K 

 

 Το σύστηµα αναµονής έχει χωρητικότητα K πελατών συµπεριλαµβανοµένου και 

του εξυπηρετουµένου πελάτη. Οι αφίξεις είναι Poisson αλλά όταν το περιεχόµενο της 

ουράς είναι 1−K  ο πελάτης φεύγει. Ένας αφικνούµενος πελάτης µπορεί να µπει στην 

ουρά µόνο όταν η κατάστασή της είναι 1−< K . 

 Το διάγραµµα κατάστασης είναι 
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0 1 K-1 K

λ λ λ

µ µ µ

λ

µ  

 

Σχήµα 2.6. Σύστηµα Μ/Μ/1/K 

 

όπου 

  λn = 


 λ     για n < K
 0     για n ≥ K   

  µn = 


 µ     για n ≤ K
 0     για n > K   

Aπό τα προηγούµενα ευρίσκουµε ότι υπάρχει µόνιµη κατάσταση για λ<µ και 

Pn =






>

≤





=∏

−

=

Kn,

Kn,PP
nn

k

0

0
1

0
0

µ
λ

µ
λ

     (2.6.1) 

Επίσης 

∑∏
∞

=

−

= +
+

=

1

1

0 1

0

1

1

n

n

i i

i
P

µ
λ

∑
=







+

=
K

n

n

1
1

1

µ
λ

= 







−







−

+

µ
λ

µ
λ

µ
λ

1

1
1

1
K  

⇒ 10 )/(1
/1

+−
−

= KP
µλ

µλ        (2.6.2) 

οπότε 

Pn =


 n

K/
/









−
−

+ µ
λ

µλ
µλ

1)(1
1 ,  0 ≤ n ≤ K

  0,                              n > K ή n < 0.
    (2.6.3) 
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2.7 To Σύστηµα Μ/Μ/m/m 

 (Complete loss system) 

 

 Eδώ υπάρχουν m εξυπηρετούντες και η χωρητικότητα του συστήµατος είναι m 

που σηµαίνει ότι µόλις και οι m εξυπηρετούντες είναι κατειληµµένοι, τότε κάθε νέος 

πελάτης που φθάνει στο σύστηµα χάνεται. 

 Το µοντέλο τώρα γίνεται 

  λn = 


 λ ,      n < m
 0,       n ≥ m   

  µn =  nµ,  n =1, 2,…, m  

Το διάγραµµα είναι 

 

0 1 m-1 m

λ λ λ

µ (m-1)µ mµ

λ

2µ  

 

Σχήµα 2.7. Σύστηµα Μ/Μ/m/m 

 

και οι αντίστοιχες πιθανότητες        

 

Pn =




( )∏
−

= +

1

0
0

1

n

k k
P

µ
λ

!
1

0 n
P

n







=

µ
λ ,       n ≤ m

  0,                                               n > m.
    (2.7.1) 

H αρχική πιθανότητα είναι 

∑
=









=
m

k

k

k

P

0

0

!
1

1

µ
λ

      (2.7.2) 

και άρα 
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∑
=

















=
m

k

k

n

n

k

nP

0 !
1

!
1

µ
λ

µ
λ

 

η οποία για n = m γίνεται 

∑
=

















=
m

k

k

m

m

k

mP

0 !
1

!
1

µ
λ

µ
λ

       (2.7.3) 

που είναι ο τύπος Β(m, λ/µ) του Erlang, τον οποίο βρήκε ο Εrlang το 1917 και είναι η 

πιθανότητα σ’ ένα τηλεφωνικό σύστηµα m γραµµών (εν γένει εξυπηρετούντων) να είναι 

κατειληµµένες και οι m γραµµές. 

 

2.8 Το Σύστηµα Μ/Μ/1/∞∞∞∞/Μ 

 (Finite-population model) 

 

 Αυτό το σύστηµα δεν έχει µνήµη (όπως και τα προηγούµενα) υπάρχει ένας 

εξυπηρετών, και ενώ η ουρά έχει απεριόριστη χωρητικότητα, οι χρήστες του 

συστήµατος είναι Μ. Συχνά το ∞ παραλείπεται και γράφουµε Μ/Μ/1/ /Μ. Ο κάθε 

πελάτης φθάνει µε ρυθµό λ, δηλαδή ο χρόνος άφιξης είναι µια εκθετική τυχαία 

µεταβλητή µε µέση τιµή 1/λ. Όταν υπάρχουν στο σύστηµα n πελάτες (στην ουρά και 

στην εξυπηρέτηση), τότε υπολείπονται Μ–n πελάτες των οποίων ο ρυθµός άφιξης είναι 

λ(Μ–n). Κατασκευάζουµε το εξής µοντέλο: 

0 1 M-1 M

Mλ (M-1)λ λ

µ µ µ

2λ

µ  

 

Σχήµα 2.8. Σύστηµα Μ/Μ/1/ /M 
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  λn = 


λ (M–n),  0 ≤ n ≤ M
 0,           αλλού   

  µn =   µ,    n =1,2,..., M. 

Όπως στα προηγούµενα 

   Pn = 


 ∏

−

=

−1

0
0

)(n

k

kMP
µ

λ
)!(

!
0 nM

MP
n

−






=

µ
λ ,  0 ≤ n ≤ M

   0,                                                       αλλού
   (2.8.1) 

και η αρχική πιθανότητα 

∑
= −









=
M

n

n

nM
M

P

0

0

)!(
!

1

µ
λ

.    (2.8.2) 

 

2.9 Το σύστηµα Μ/Μ/∞∞∞∞/∞∞∞∞/Μ 

 

 Αυτό είναι σαν το προηγούµενο σύστηµα µόνο που τώρα οι εξυπηρετούντες είναι 

όσοι και οι πελάτες. Το διάγραµµα είναι  

 

0 1 M-1 M

Mλ (M-1)λ λ

µ (M-1)µ Mµ

2λ

2µ  

 

Σχήµα 2.9. Σύστηµα Μ/Μ/∞/∞/M 

 

και 

  λn = 


λ (M–n),  0 ≤ n ≤ M
 0,           αλλού   

  µn =  nµ,    n =1,2,...,M. 

Όπως συνήθως, οι πιθανότητες είναι 
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   Pn = 


 ∏

−

= +
−1

0
0

)1(
)(n

k k
kMP

µ
λ

)!(!
!

0 nMn
MP

n

−






=

µ
λ














= n

MP
n

µ
λ

0 ,  0 ≤ n ≤ M

   0,                                                                  αλλού
  (2.9.1) 

 

και 

∑
=
















=
M

n

n

n
M

P

0

0
1

µ
λ

M







 +

=

µ
λ1

1      (2.9.2) 

οπότε 














≤≤







 +

















=

αλλού.0

0

1

,

Mn,n
M

P M

n

n

µ
λ

µ
λ

     (2.9.3) 

      

2.10 Το Σύστηµα Μ/Μ/m/K/M  

 

 Aυτό είναι το τελευταίο σύστηµα που εξετάζουµε εδώ που λύνεται µε τις 

εξισώσεις γέννησης-θανάτου. Είναι η γενίκευση όλων των συστηµάτων που είδαµε 

ως τώρα. Είναι σύστηµα χωρίς µνήµη, µε m εξυπηρετούντες, χωρητικότητα K και 

πληθυσµό Μ. Xρησιµοποιώντας τις ιδέες των προηγούµενων παραδειγµάτων έχουµε: 

  λn = 


 λ (M–n),  0 ≤ n ≤ Κ–1
 0,             αλλού   

Υποθέτουµε εδώ m ≤ K ≤ M και ότι αν ένας πελάτης του πληθυσµού των Μ εύρει την 

ουρά µε 1−K πελάτες επιστρέφει ακαριαία στον πληθυσµό και υπόκειται πάλι στην 

τυχαία άφιξη. Επίσης 

  µn =


 nµ,      0 ≤ n ≤ m
 mµ,     n ≥ m   
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0 1 m-1 m+1 K-1

Mλ (M-1)λ [M-(m-1)]λ

µ 2µ mµ mµ

m K

(M-m)λ

mµ

[M-(K-1)]λ

 

Σχήµα 2.10. Σύστηµα Μ/Μ/m/K/M 

 

 Ο υπολογισµός των Pn γίνεται πρώτα για 0 ≤ n ≤ m–1 

∏
−

= +
−

=
1

0
0 )1(

)(n

k
n k

kMPP
µ

λ













= n

MP
n

µ
λ

0 , 0 ≤ n ≤ m–1    (2.10.1) 

και για m ≤ n ≤ K ευρίσκοµε 

)1(
)(

0
+
−

=
k

kMPPn
µ

λ
∏

−

=

−1 )(n

mk m
kM

µ
λ       

  nm
n

m
m
n

n
MP −













=

!
!

0
µ
λ ,  m ≤ n ≤ K     (2.10.2) 

Τελικά µπορούµε να εφαρµόσουµε τους γνωστούς τύπους για τον υπολογισµό του P0. 
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3 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ MARKOV ΟΠΟΥ ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

ΓΕΝΝΗΣΗΣ-ΘΑΝΑΤΟΥ ∆ΕΝ ΙΣXΥΕΙ 

 

 Τώρα εξετάζουµε αναµονητικά συστήµατα όπου οι επιτρεπτές µεταβάσεις δεν 

είναι µόνο –1, 0, +1 αλλά βήµατα µεγαλύτερου µεγέθους επιτρέπονται. Αν και οι 

βασικές ιδέες των όσων είδαµε ως τώρα ισχύουν, δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε τα 

µοντέλα γέννησης-θανάτου. 

Ε2Ε1

µ

µ/2

µ

λλ

λ/2

0 1 2

 

Σχήµα 3.1. Παράδειγµα 

 

 Αν στο σύστηµα του σχήµατος εφαρµόσουµε την αρχή της διατήρησης της ροής 

ευρίσκοµε τις εξισώσεις:  

     2101 22
: PPPE µ

µλ
λ

+=





 +  

     2102 22
: PPPE 






 +=+

µ
µλ

λ  

     P0 + P1 + P2=1. 

 

3.1 Η Κατανοµή Erlang En 

 

 Είδαµε ότι η εκθετική κατανοµή είναι χωρίς µνήµη. Αυτή η έλλειψη µνήµης 

καταστρέφεται αν χρησιµοποιηθεί άλλη κατανοµή. Ο Erlang επενόησε τη µέθοδο της 
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διάσπασης σε βαθµίδες µε εκθετική κατανοµή σε περίπτωση άλλης κατανοµής για να 

κάνει χρήση έτσι της έλλειψης µνήµης. 

 Μια βαθµίδα εξυπηρέτησης έχει εκθετική κατανοµή χρόνου εξυπηρέτησης 

όταν ο χρόνος X έχει στατιστική: 

)()( xuexb xµµ −=        (3.1.1) 

όπου u(x) είναι η βηµατική συνάρτηση και 

µ
1)( =XE  

2

1)(
µ

=XVar . 

Μια τέτοια βαθµίδα εξυπηρέτησης την παριστάνουµε στο σχ. 3.2α 

 

 

         Α                     Β

2µ 2µµ

3.2α 3.2β
 

 

Σχήµα 3.2. Συστήµατα µε µία και δύο βαθµίδες εξυπηρέτησης 

 

 Έστω τώρα η βαθµίδα σχ. 3.2β. Για την κάθε βαθµίδα ισχύουν 

)(2)( 2 xuexb xµµ −=  

2

2
1)(,

2
1)( 








==

µ
XVarXE . 

Εδώ υποθέτουµε ότι ο πελάτης πηγαίνει στη βαθµίδα Α και µόλις τελειώσει προχωρεί 

στη Β ενώ κανένας πελάτης δεν µπαίνει τώρα στην Α. Ο τωρινός πελάτης τελειώνει την 

εξυπηρέτησή του στη Β και µόνο τότε νέος πελάτης µπαίνει στο σύστηµα. Έτσι σε κάθε 

στιγµή είτε η Α ή η Β βαθµίδα είναι ελεύθερη. 
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 Η κατανοµή της συνολικής βαθµίδας εξυπηρέτησης είναι η κατανοµή του 

αθροίσµατος δύο ανεξαρτήτων τυχαίων µεταβλητών Y και Z µε εκθετική κατανοµή. 

Αυτή είναι η συνέλιξη των δύο κατανοµών 

   ∫
∞

∞−

−−− −=⊗= dyyxuyueexbxbxb yxyBA )()(22)()()( )(22 µµ µµ  

)()2(24 2

0

22 xuexdye x
x

x µµ µµµ −− == ∫ .     (3.1.2) 

Επίσης    
µµ
1

2
12)()()( ==+= ZEYEXE  

22 2
1

4
12)()()(

µµ
==+= ZVarYVarXVar . 

H κατανοµή (3.1.2) είναι Erlang-2. 

 Γενικεύουµε τώρα για n βαθµίδες: 

 

nµ nµnµ

      1                                           n-1                   n
 

Σχήµα 3.3. Απεικόνιση n βαθµίδων 

 

Η κατανοµή είναι: 

b(x) = {…{[b1(x)⊗b2(x)]⊗b3(x)}⊗…⊗bn(x)}. 

Όπως προηγουµένως, 

b1(x)⊗b2(x) = nµ (n µ x) e– nµ x u(x) 

και 

  b1(x)⊗b2(x)⊗b3(x) ∫
∞

∞−

−−− −= dyyxuyueneynn yxnyn )()()( )(µµ µµµ  
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       xn
x

xn exnnydyenn µµ µµ
µµ −− == ∫ 2

)()(
2

0

2 . 

Και γενικεύοντας επαγωγικά ευρίσκοµε την κατανοµή 

)(
)!1(

)()(
1

xu
n

exnnxb
xnn

−
=

−− µµµ       (3.1.3) 

που λέγεται Erlang-n. 

Προφανώς     
µµ
11)( ==

n
nXE  

2

2
11)(
µµ nn

nXVar =







= . 

 

1/µ x 

b(x;n) 

n=1 

n=2 

n = ∞,  δ(x - 1/µ) 

 

Σχήµα 3.4. Οικογένεια b(x ; n) 

 

 Από το θεώρηµα κεντρικού ορίου, καθώς n→→→→∞∞∞∞ η κατανοµή γίνεται Gauss. 

Παρατηρούµε όµως ότι η διασπορά 01)( 2 →=
µn

XVar  καθώς n→∞. Έχουµε δηλαδή 

µιαν ακολουθία κατανοµών που, στο όριο ορίζουν ένα δέλτα του Dirac )1(
µ

δ −x  όπως 

φαίνεται στο σχήµα. 
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 Το µέγιστο των καµπυλών αυτών συµβαίνει για x τέτοιο ώστε 

µ
110)(

n
nx

dx
xdb −

=⇒=  

που σηµαίνει ότι για 
µ
1, →>> xn . 

 

3.2 Ο Μετασχηµατισµός z 

 

 Ο µετασχηµατισµός z χρησιµοποιείται πολύ στη λύση εξισώσεων διαφοράς. 

Τέτοιες εξισώσεις θα συναντήσουµε σύντοµα στα επόµενα κεφάλαια. 

 Έστω η διακεκριµένη συνάρτηση f(k), k = 0,1,2,... όπου k είναι οι διακεκριµένες 

χρονικές στιγµές. Ορίζουµε το µετασχηµατισµό z της f(k) , F(z), ως εξής: 

k

k
zkfzF ∑

∞

=
=

0
)()(       (3.2.1) 

Η µεταβλητή z είναι µιγαδική και η ακολουθία f(k) αυξάνεται αργότερα από την zk, ενώ 

το άθροισµα ∑
∞

=0k

kz υπάρχει. Το ζεύγος f ↔F είναι µοναδικό όπως στους αντίστοιχους 

συνεχείς µετασχηµατισµούς Fourier και Laplace. 

1 

-3 -2 -1 0 1 2 3 

k 

δ k 

       

1 

-3 -2 -1 0 1 2 3 

k 

u k 

 

Σχήµα 3.5α     Σχήµα 3.5β 

 

 Το αντίστοιχο του δ του Dirac για διακεκριµένους χρόνους είναι (Σχ. 3.5α) 





≠
=

=
00
01

k,
k,

kδ  



 33 

ενώ το αντίστοιχο της βηµατικής συνάρτησης είναι  ,...2,1,0,1 == κκu  (Σχ. 3. 5β) 

Τότε 

     δk ↔ 1 

     
z

zu
k

kk
−

=↔ ∑
∞

= 1
1

0
,   για   | z | < 1. 

Έστω τώρα f(k)=ak . Τότε 

az
azzF

k

k
−

== ∑
∞

= 1
1)()(

0
,   για   | az | < 1. 

 

 Η συνέλιξη δύο συναρτήσεων f1(k) και f2(k) oρίζεται: 

∑ ∑
= =

−=−=⊗
k

i

k

i
ikfififikfkfkf

0 0
212121 )()()()()()( .    (3.2.2) 

Τότε αν f1↔F1 και f2↔F2 

∑ ∑
∞

= =






 −↔⊗

0 0
2121 )()(

k

k
k

i
zifikfff  

αλλά  

( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
∞

= =

∞

=

∞

=
=++++++=

0 0 0
210100 aaaaaaaa

k

k

i i ik
ki ...  

οπότε 

( )∑ ∑
∞

=

∞

=

− =−↔⊗
0

211221 )()()(
i ik

iki zFzFzikfzifff .   (3.2.3) 

 Για να υπολογίσουµε την f(k) από την F(z) χρησιµοποιούµε τους πίνακες IΙΙ.1, 

IΙΙ.2. Συχνά αυτή η διαδικασία διευκολύνεται µε την ακόλουθη µέθοδο. Έστω 

)(
)()(

zD
zNzF =  

όπου τα Ν και D είναι πολυώνυµα του z. Συµβολίζοντας τις ρίζες του D µε 1/ai µε 

πολλαπλότητα mi έχουµε 

( )∏
=

−=
n

i

im
i zaDzD

1
0 1)(  
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όπου D0 είναι µία σταθερά (που δεν επηρεάζει την ανάλυση που ακολουθεί) και mi η 

πολλαπλότητα της ρίζας 1/ai. Μπορεί να αποδειχθεί ότι το κλάσµα F(z) διασπάται σε 

απλούστερα κλάσµατα ως εξής 

   F(z) = 
( ) ( ) ( )

+
−

++
−

+
− − za

A...
za

A
za

A m
mm

1

11
11

1

12
1

1

11

111
 

    
( ) ( ) ( )

...
za

A...
za

A
za

A m
mm +

−
++

−
+

−
+ −

2

22
12

2

22
2

2

21

111
 

    
( ) ( ) ( )za

A
...

za
A

za
A

n

nmn
nm

n

n
nm

n

n

−
++

−
+

−
+ − 111 1

21  

και οι όροι Αi j δίνονται από: 

Ai j = ( )

ia
z

im
ij

jj

i zD
zNza

dz
d

aj 11

11

)(
)(11

! )1(
1

=
−

−−





 −






−

−
, 

όπου, εξ ορισµού, 0!=∆  1 ,  )(
0

0
zf

dz
d =∆  f(z)  ,   )(

1

1
zf

dz
d =∆  f ' (z)  , … 

 

Παράδειγµα.  

( )
( ) ( )2

2

2141
1)(

zz
zzzF
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−
=  

Έχουµε, παραλείποντας προς στιγµήν το z2 
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Παραλείψαµε το z2 επειδή η µέθοδος ισχύει εφ’ όσον ο βαθµός του πολυωνύµου Ν(z) 
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είναι µικρότερος του βαθµού του D(z) και επειδή ο όρος z2 στο µετασχηµατισµό z 

µπορεί να ληφθεί υπ' όψιν αργότερα όπως θα δούµε. Αν δεν ισχύει αυτό τότε, εν γένει, 

διαιρούµε το Ν(z) δια του D(z) και προκύπτει Ν(z)/D(z)= π(z) + [υ(z)/D(z)], όπου 

βαθµός(υ)<βαθµού(D), και αντιστρέφουµε τους όρους π(z) και [υ(z)/D(z)] ξεχωριστά. 

Επιστρέφουµε στην έκφραση που υπολογίσαµε προηγουµένως και από τον Πίνακα ΙΙΙ.2 

έχουµε: 

  
( )( )

=
−−

−
22141

1
zz

z
( )

⇔
−

−+
−
−+

− z
/

z
/

z 21
23

21
21

41
3

2  

     3(4)n – 
2
3 (2)n – 

2
1 (n + 1)(2)n,  n = 0, 1, … 

Τώρα λαµβάνουµε υπ' όψιν και τον όρο z2. Από την Ιδιότητα 8 του Πίνακα ΙΙΙ.1, έχουµε 

ότι zkF(z) ↔ fn–k , k > 0, άρα η πλήρης συνάρτηση µε το z2 αντιστοιχεί στο 

3(4)n–2 – 
2
3  (2)n–2 – 

2
1  (n–1)(2)n–2,   n = 2, 3, … 

 Στη συνέχεια εξετάζουµε την εφαρµογή του µετασχηµατισµού z στη λύση 

εξισώσεων διαφοράς. Έστω η εξίσωση 

Cn f (k + n) + Cn–1 f (k  +  n – 1) + ... + C0 f (k) = g(k)    (3.2.4) 

όπου τα Ci είναι σταθερές, η g(k) είναι δεδοµένη συνάρτηση, και έχουν δοθεί οι οριακές 

συνθήκες. Ορίζουµε το µετασχηµατισµό z της f 

∑
∞

=
=

0
)()(

k

kzkfzF . 

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (3.2.4) επί zk για k = 0,1,2,... και έχουµε 

( )∑ ∑ ∑
∞

= =

∞

=
=+

0 0 0
)(

k

n

i k

kki zkgzikfC  

από την οποία µπορούµε να υπολογίσουµε την F(z) και κατόπιν την f(k) µε τον 

αντίστροφο µετασχηµατισµό. 

 

Παράδειγµα.  

( ) ( ) ( ) ,...,k,kfkfkf
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5
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
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
=−+−−  
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⇒ ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
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Έστω ότι οι αρχικές συνθήκες είναι 
5
6)1(,0)0( == ff . Τότε 
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 και µετά τη διάσπαση σε κλάσµατα 

.

5
1

1

2
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8

3
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9)( zzzzF
−
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−
=  

Από τους πίνακες αντιστρέφουµε: 

...,,k,kf
kkk
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5
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2
18

3
19)( =


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
+


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
+





−=  

 Μετά αυτή την παρένθεση είµαστε έτοιµοι να προχωρήσουµε µε το ακόλουθο 

σύστηµα αναµονής. 
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Πίνακας ΙΙΙ.1 Μερικές ιδιότητες του µεταχηµατισµού z 

Ακολουθία                                 ⇔ Μετασχηµατισµός z 
1. nf  n = 0, 1, 2,…                             ∑

∞

=

=
0

)(
n

n
n zfzF  

2. nn bgaf +  )()( zbGzaF +  
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n fa  )(azF  
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m
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=
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16. Εναλλακτική ιδιότητα αθροίσµατος 
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−=−
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)1()1(
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n
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17. Θεώρηµα αρχικής τιµής 0)0( fF =  
18. Θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής 
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19. Θεώρηµα τελικής τιµής ∞→
=− fzFz

z
)()1(lim

1
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Πίνακας ΙΙI.2 Κάποια ζευγάρια µετασχηµατισµού z 

Aκολουθία                                    ⇔ Μετασχηµατισµός z 
1. nf  n = 0, 1, 2,… ∑
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3.3 Η Ουρά Μ/Εn/1 

 

 Εδώ υποθέτουµε ότι οι αφίξεις είναι Poisson και οι χρόνοι αφίξεων είναι 

εκθετικοί: 

fa(t) = λ e–λt,  t ≥0 

ενώ οι αναχωρήσεις είναι Erlang-n 

0,
)!1(

)()(
1

≥
−

=
−−

x
n

exnnxf
xnn

s

µµµ  

και το διάγραµµα είναι  

 

nµ nµ

λ
λ

0 1 2 n n+1

nµnµ

λ

. . . .

λ

 

Σχήµα 3.6. Σύστηµα Μ/Εn/1 

 

Αυτό το διάγραµµα µας λέει ότι ο πρώτος πελάτης εξυπηρετείται µετά από n βαθµίδες 

καθώς και ο δεύτερος κ.ο.κ. Έστω τώρα ότι υπάρχουν k πελάτες στο σύστηµα και ο 

πρώτος πελάτης έχει τελειώσει τις m−1 βαθµίδες εξυπηρέτησης και βρίσκεται στη 

βαθµίδα m ενώ οι άλλοι είναι στην ουρά. Τότε ο συνολικός αριθµός βαθµίδων 

εξυπηρέτησης που αποµένουν είναι: 

 i = [βαθµίδες πελατών στην ουρά] + [υπόλοιπες του πελάτη που εξυπηρετείται] 

   = [(k – 1)n] + [n – (m – 1)] = kn – m + 1. 

Έστω τώρα Pk η πιθανότητα µόνιµης κατάστασης να έχουµε k πελάτες στο σύστηµα και 

πi =∆ P(αποµένουν i βαθµίδες εξυπηρέτησης στο σύστηµα) 
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Τότε 

  
( )
∑

+−=
==

nk

nki
ik ,...,k,P
11

21π      (3.3.1) 

Έτσι αν υπολογίσουµε τις πιθανότητες πi µπορούµε από την (3.3.1) να υπολογίσουµε 

τις Ρk. Τώρα από το διάγραµµα εύκολα ευρίσκοµε: 

    λπ0 = nµπ1 

    (λ + nµ)πi = nµπi+1,   i = 1,2,...,n–1 

(λ + nµ)πi = λπi–n + nµπi+1,   i = n, n+1, ...   (3.3.2) 

πi = 0     για i < 0.      

 Θα λύσουµε την (3.3.2) µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού z. Ορίζουµε 

∑
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Πολλαπλασιάζουµε τις εξισώσεις διαφοράς επί zi και αθροίζουµε: 
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 Παρατηρούµε ότι 1)1(
10

==
=

∞

=
∑

zi
ii zπΠ , αλλά από την (3.3.3) και 

χρησιµοποιώντας τον κανόνα L’Hôpital για το κλάσµα Π(z) = N(z)/D(z) στο z = 1, 
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αφού π0 = P0 προφανώς. Tότε 

µ
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Ορίζουµε  ρ =∆  λ/µ και η (3.3.3) γίνεται: 
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)1)(1()( 1 µλλµ

ρµ
+−+
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=Π + .    (3.3.4) 

 Το επόµενο στάδιο είναι να αντιστρέψουµε το µετασχηµατισµό για να 

υπολογίσουµε τις πi και από αυτές τις Ρk από την (3.3.1). Πρώτα ευρίσκοµε τις ρίζες του 

παρονοµαστή για να τον κάνουµε γινόµενο. Μία ρίζα είναι το 1. Τότε ο παρονοµαστής 

γίνεται 

( ) )]...([1 2 nzzznz +++−− λµ . 

Έστω τώρα ότι το πολυώνυµο βαθµού n έχει n ρίζες z1,...,zn, τότε µπορεί να πάρει τη 

µορφή  
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   (3.3.5) 

Η κατανοµή (3.3.5) είναι άθροισµα γεωµετρικών κατανοµών. 
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3.4 Η Ουρά Εn/M/1 

 

 Εδώ έχουµε την αντίστροφη περίπτωση της προηγούµενης ενότητας. 

)!1(
)()(

1

−
=

−−

n
etnntf

tnn

a

λλλ ,  t ≥ 0    (3.4.1) 

x
s exf µµ −=)( ,   x ≥ 0.    (3.4.2) 

Το διάγραµµα είναι 

nλ nλ 

0 1 2 n n+1 

µ µ 

nλ 

. . . . 

nλ 
nλ 

µ 
 

Σχήµα 3.7. Σύστηµα Εn/Μ/1 

 Πρέπει να γίνει κατανοητό ότι τα διαγράµµατα αυτής και της προηγούµενης 

ενότητας είναι ευφυείς τρόποι παρουσίασης της κατανοµής Erlang και οφείλονται στον 

ίδιο τον Erlang. Εδώ υποθέτουµε ότι ένας πελάτης προκειµένου να φθάσει στο σύστηµα 

περνάει από n βαθµίδες άφιξης µε ρυθµό nλ. Ο συνολικός χρόνος στις n βαθµίδες έχει 

την κατανοµή (3.4.1). Ο πρώτος πελάτης διασχίζει n βαθµίδες άφιξης. Μόλις φθάσει 

στη βαθµίδα n τότε και µόνο τότε αρχίζει η εξυπηρέτησή του. Το σύστηµα ευρίσκεται 

στην κατάσταση n. Από την κατάσταση αυτή δύο πράγµατα µπορεί να συµβούν: Είτε ο 

πρώτος πελάτης εξυπηρετείται, οπότε το σύστηµα µεταβαίνει στην κατάσταση 0, είτε 

ένας νέος πελάτης θα καταλάβει την πρώτη βαθµίδα άφιξής του, οπότε το σύστηµα 

µεταβαίνει στην κατάσταση n+1. Για να αρχίσει η εξυπηρέτηση του νέου πελάτη πρέπει 

να έχει διαχίσει τις n βαθµίδες άφιξης και να έχει εξυπηρετηθεί ο προηγούµενος. Αν η 

βαθµίδα εξυπηρέτησης είναι κενή εξυπηρετείται, αλλιώς περιµένει κ.ο.κ. 

 Σαν κατάσταση τώρα παίρνουµε όλες τις βαθµίδες άφιξης στο σύστηµα που ήδη 

έχουν συµπληρωθεί. Αν υπάρχουν k πελάτες στο σύστηµα και ο αφικνούµενος πελάτης 

βρίσκεται στη βαθµίδα άφιξης m, τότε έχουν συµπληρωθεί i = kn + m βαθµίδες. Η 

περίπτωση αυτή περιγράφεται στο επόµενο σχήµα: 
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 1        2                 m                 n 

 
άπειρος 

πληθυσµός 

ΣΥΣΤΗΜΑ ΑΦΙΞΗΣ ΟΥΡΑ ΕΞΥΠΗΡΕΤΗΣΗ 

k ΠΕΛΑΤΕΣ ΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ  ΕΝΑΣ ΠΕΛΑΤΗΣ ΣΤΗ ΒΑΘΜΙ∆Α m  

Ορίζουµε 

πi = P[i βαθµίδες άφιξης έχουν συµπληρωθεί],  

τότε 

Pk = P[k πελάτες στο σύστηµα] ∑
−+

=
=

1)1( nk

kni
iπ . 

Προχωρούµε όπως και προηγουµένως και διατυπώνουµε τις εξισώσεις για τις πi 

nλπ0 = µπn       (3.4.3) 

nλπi =  nλπi–1 + µπn+i ,  1≤ i ≤ n–1   (3.4.4) 

(nλ + µ)πi = nλπi–1 + µπn+i,   n ≤ i   (3.4.5) 

O µετασχηµατισµός z ορίζεται 

∑
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i
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Οι (3.4.4) και (3.4.5) µπορούν να γραφούν αφού πολλαπλασιασθούν επί zi 
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Αλλά από την (3.4.3) 

 
µ

λπ
π 0n

n = .      (3.4.7) 

Αντικαθιστούµε την (3.4.7) στην (3.4.6) 
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 όπου πάλι ρ =∆  
µ
λ . 

 Ο παρονοµαστής της (3.4.8) έχει µία ρίζα =1. Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι υπάρχουν 

ακόµη n ρίζες εκ των οποίων οι n–1 ικανοποιούν |zi|<1 ενώ υπάρχει µία z0>1. Πάλι 

µπορεί ν’ αποδειχθεί ότι η (3.4.8) παίρνει τη µορφή 
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Ο όρος µέσα στη δεύτερη παρένθεση έχει αντίστροφο µετασχηµατισµό 

( ) 0,1111 1
0

1
0

0

>−=−= −−− iz
n

z
nzn

f i
i  

ενώ πολλαπλασιασµός επί (1 – zn) δίνει 

πi = fi – fi–n = n
1 (1 – 1

0
−−iz –1 + 1

0
−+− niz ) =  

n
1 1

0
−−inz (1 – nz −

0 ) .  (3.4.9) 

Παρατηρούµε ότι  

    fi–n  


= 0    για i–n < 0,

≠ 0    για i–n ≥ 0.
  

Ο παρονοµαστής στην (3.4.8) είναι 0 για z = z0, άρα 

01)1( 0
1

0 =++−+ nn znzn ρρ , ή 

1)1( 000 −=− nn zzznρ , 

ή 

nzzn −−=− 00 1)1(ρ .       (3.4.10) 

Aπό τις (3.4.9) και (3.4.10) ευρίσκοµε 

πi = ρ (z0 – 1) z0
n – i – 1  για i ≥ n    (3.4.11) 
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ενώ για i < n, fi–n = 0 και 

)1(1 1
0

−−−= i
i z

n
π .     (3.4.12) 

Μετά από λίγη άλγεβρα 

Pk = 


  1 – ρ                 για k = 0

ρ (z0
n – 1) z0

−nk   για k > 0
    (3.4.13) 

που είναι επίσης µορφή γεωµετρικής κατανοµής. 

 

3.5 Οµαδικές Αφίξεις  

 (Bulk arrivals) 

 

 Το σύστηµα Μ/Εn/1 που ήδη εξετάσαµε µπορεί να θεωρηθεί ισοδύναµο του εξής 

συστήµατος: έχουµε n πελάτες που φθάνουν την ίδια στιγµή και θα εξυπηρετηθούν από 

µία εκθετική βαθµίδα. Το νέο αυτό σύστηµα είναι Μ/Μ/1 µε οµαδικές αφίξεις µεγέθους 

n και είναι ισοδύναµο του Μ/En/1. Το διάγραµµα κατάστασης είναι 

 

λq1

λq2

λq1

. . . .

λq1

  . . . .
. . . .

λq2

µ µ

λq1
0 1 2 n n+1

µµ

λqn

n-1

Σχήµα 3.8. Oµαδικές αφίξεις 

 

 Έστω τώρα ότι το µέγεθος των αφίξεων δεν είναι n αλλά γενικότερο. Οι στιγµές 

των οµαδικών αφίξεων είναι Poisson και το µέγεθος των οµάδων ορίζεται από την 

πιθανότητα 
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qk = P[µέγεθος οµάδας k]. 

Τέτοιες αφίξεις συµβαίνουν σε εστιατόρια ή συστήµατα παραγωγής όταν γίνονται 

εκφορτώσεις κ.ο.κ. Ο ρυθµός άφιξης των οµάδων είναι λ. 

 Οι εξισώσεις για τις πιθανότητες Pn είναι 

∑
∞

=

=
1

10
i

i PqP µλ  ή 10 PP µλ =     (3.5.1) 

∑∑
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∞
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0
1 ≥+=+ ∑
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=
−+ nqPPP

n

i
ininn λµµλ .   (3.5.2) 

 Η κατάσταση του συστήµατος είναι ο αριθµός πελατών στο σύστηµα. 

Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό z στην (3.5.2). 

∑ ∑ ∑∑
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Ο τελευταίος όρος αυτής της εξίσωσης γράφεται: 
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Η (3.5.3) γίνεται 

(λ + µ)[Ρ(z) – P0] = 
z
µ [P(z) – P1z – P0] + λP(z)Q(z)  (3.5.4) 

όπου Q(z) =∆ ∑
∞

=1n

n
n zq . Αντικαθιστούµε την P1 από την (3.5.1) στην (3.5.4) και 

ευρίσκοµε 

)](1[)1(
)1()( 0

zQzz
zPzP
−−−

−
=

λµ
µ .   (3.5.5) 

 Όπως και προηγουµένως Ρ(1) = 1 και παίρνοντας παραγώγους στον αριθµητή και 

παρονοµαστή της (3.5.5) ευρίσκοµε 

)1(11
)1()1( 0

0 Q΄P
Q΄Q

P
µ
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λλλµ
µ

−=⇒=
++−−

−  
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και ορίζοντας ρ =
µ
λ Q'(1), P0 = 1 – ρ, τελικά η (3.5.5) γίνεται 

)](1[)1(
)1)(1()(

zQzz
zzP

−−−
−−

=
λµ
ρµ .    (3.5.6) 

 Εφ’ όσον δοθεί η κατανοµή qn τότε υπολογίζουµε την Q(z) και µετά 

αντιστρέφουµε την (3.5.6). 

 

3.6 Οµαδικές εξυπηρετήσεις 

 (Bulk service) 

 

 Εξετάζουµε τώρα την ακριβώς δυαδική περίπτωση της προηγούµενης. Η βαθµίδα 

εξυπηρέτησης, µόλις ελευθερωθεί, δέχεται οµαδικά n πελάτες για εξυπηρέτηση (όπως 

τα καροτσάκια που µεταφέρουν προϊόντα σ’ ένα σύστηµα παραγωγής). Αν οι 

αφιχθέντες πελάτες είναι λιγότεροι από n, τότε ο εξυπηρετών περιµένει να γίνουν n. 

Έχουµε λοιπόν ένα σύστηµα Μ/Μ/1 µε οµαδικές εξυπηρετήσεις που είναι ακριβώς 

ισοδύναµο του En/Μ/1. 

λ λ 

µ 
µ 

λ 

. . . . 

λ 

µ 
µ 

λ 
0 1 2 n n+1 

µ 

n-1 

 

Σχήµα 3.9. Oµαδικές εξυπηρετήσεις 

 

 Για να θεωρήσουµε µια γενικότερη περίπτωση ας υποθέσουµε ότι, αν οι πελάτες 

είναι λιγότεροι από n, πάλι το σύστηµα τους αποδέχεται. 

 Η κατάσταση του συστήµατος είναι ο αριθµός πελατών στο σύστηµα. Οι αφίξεις 
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γίνονται µε ρυθµό λ και οι εξυπηρετήσεις µεγέθους από 1 έως n µε ρυθµό µ. Οι 

εξισώσεις είναι: 

(λ + µ)Pk = λΡk–1  +  µΡk+n , k ≥ 1    (3.6.1) 

λΡ0 = µ(Ρ1 + Ρ2 + … + Ρn).      (3.6.2) 

Παίρνουµε µετασχηµατισµό z 
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∞
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Η (3.6.2) δίνει 
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Αντικαθιστούµε την (3.6.4) στην (3.6.3) 
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Ο παρονοµαστής της (3.6.5) είναι ακριβώς ίδιος µ’ εκείνον της (3.4.8) και άρα έχει µια 

ρίζα |z0|>1 και n–1 ρίζες |z|<1. 

 Yπάρχει ένα θεώρηµα που µας λέει ότι η Ρ(z) πρέπει να είναι φραγµένη στην 

περιοχή |z|<1 και άρα οι n–1 ρίζες του παρονοµαστή που είναι <1 πρέπει να διαγραφούν 
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από αντίστοιχες ρίζες του αριθµητή, δηλαδή 
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όπου το A είναι µια σταθερά αναλογίας και το (1 – z) προκύπτει από το γεγονός ότι z =1 

είναι ρίζα και του αριθµητή και του παρονοµαστή. Άρα 

,
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0z
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AzP
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όπου, επειδή Ρ(1) = 1, 
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και αντιστρέφοντας (Πίνακας ΙΙΙ.2, 6) 
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
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111 , k = 0,1,... 

που πάλι είναι γεωµετρική κατανοµή. 

 

3.7 ∆ίκτυα Αναµονητικών Συστηµάτων 

 

 Θεωρούµε την ακόλουθη σύνδεση εν σειρά αναµονητικών συστηµάτων 

µµµ

λ 1 2 n

 

 

Σχήµα 3.10. Σειριακό σύστηµα 
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Το σύστηµα 1 είναι Μ/Μ/1 µε παραµέτρους λ και µ. Το σύστηµα 2 έχει έναν 

εξυπηρετούντα µε εκθετική κατανοµή και ρυθµό εξόδου µ. Το ίδιο ισχύει για τους 

υπόλοιπους κόµβους. Η πυκνότητα των χρόνων αναχώρησης στην έξοδο του 1 είναι 

b(x) και ο µετασχηµατισµός Laplace* της b(x) είναι B(s). Όταν ένας πελάτης αφήσει τον 

κόµβο 1 πηγαίνει στην ουρά του κόµβου 2. Αν τώρα στην ουρά του 1 υπάρχει 

διαθέσιµος για εξυπηρέτηση πελάτης, τότε η κατανοµή των χρόνων εξόδου είναι 

εκθετική ή 

µ
µ
+

=
s

sB )(1 . 

Αν όµως δεν υπάρχει πελάτης έτοιµος, τότε ο χρόνος που µεσολαβεί ανάµεσα στην 

αναχώρηση του τωρινού και του επόµενου πελάτη ισούται µε το χρόνο που µεσολαβεί 

ανάµεσα στην αναχώρηση του τωρινού και την άφιξη του επόµενου συν το χρόνο 

εξυπηρέτησης του επόµενου. Οι δύο χρόνοι είναι ανεξάρτητοι και το άθροισµά τους 

έχει πυκνότητα που ισούται µε τη συνέλιξη των δύο πυκνοτήτων. ΄Αρα  

µ
µ

λ
λ

++
=

ss
sB )(2  

επειδή ο χρόνος άφιξης είναι επίσης εκθετικός µε ρυθµό λ. 

 Η πιθανότητα να είναι η ουρά του 1 άδεια είναι, όπως είδαµε από την ουρά 

Μ/Μ/1 

P0 = 1 – ρ, 

εποµένως 

λ
λ

µ
µρ

µ
µ

λ
λρ

+
=

+
+

++
−=

ssss
sB )1()( .      (3.7.1) 

Αλλά η (3.7.1) είναι η εκθετική κατανοµή µε ρυθµό λ. Άρα 

στην είσοδο του 2 έχουµε πάλι µια διαδικασία Poisson µε παράµετρο λ! 

Το εκπληκτικό αποτέλεσµα λέγεται Θεώρηµα του Burke. 

                                                 

* Ορισµός µετασχηµατισµού: b(x) ↔ B(s) = ⌡⌠–∞
∞ e–sxb(x)dx . Ιδιότητα συνέλιξης: a(x)⊗b(x) ↔ Α(s)B(s). 
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 Το ίδιο θεώρηµα µας λέει ότι το σύστηµα Μ/Μ/m µε ρυθµό εισόδου λ και 

παράµετρο µ για κάθε εξυπηρετούντα έχει έξοδο που είναι Poisson µε ρυθµό λ και αυτό 

είναι το µόνο σύστηµα FCFS (first come first served), που έχει αυτή την ιδιότητα. 

Πάντα βέβαια µιλάµε για ευσταθή συστήµατα σε µόνιµη κατάσταση. Τελικά η έξοδος 

των n κόµβων εν σειρά είναι Poisson µε παράµετρο λ. 

 Εξετάζουµε τώρα δίκτυα Jackson. Πρόκειται για δίκτυα αυθαίρετης γεωµετρίας 

µε n κόµβους. Ο i-οστός κόµβος συνίσταται από µιαν ουρά άπειρης χωρητικότητας και 

mi εκθετικούς εξυπηρετούντες µε ρυθµό µi ο καθένας. Σε κάθε κόµβο φθάνουν πελάτες 

απ’ έξω απ’ το σύστηµα κατά Poisson µε ρυθµό γi και πελάτες από άλλους κόµβους. 

Ένας πελάτης µόλις εξυπηρετηθεί στον κόµβο i αναχωρεί για τον κόµβο j µε 

πιθανότητα Pij και άρα εγκαταλείπει όλο το δίκτυο µε πιθανότητα 

1 – Ρ(να πάει κάπου µέσα στο δίκτυο) ∑
=

−=
n

j
ijP

1
1 . 

Ο συνολικός ρυθµός άφιξης στον κόµβο i είναι  

∑
=

+=
n

j
jijii P

1

λγλ ,     i = 1,2,…,n..    (3.7.2) 

Για να έχει το σύστηµα µόνιµη κατάσταση πρέπει 

λi < miµi, i = 1,2,...,n . 

 Σαν κατάσταση στο σύστηµα θα πάρουµε το διάνυσµα 

Κ =∆ [K1, K2, ..., Kn] 

όπου Ki είναι ο αριθµός πελατών που βρίσκονται στην ουρά του κόµβου i συν τον 

αριθµό των εξυπηρετουµένων. Η κοινή πιθανότητα στη µόνιµη κατάσταση είναι 

P(K1,K2,...,Kn) =∆ P(K) 

και η πιθανότητα µόνιµης κατάστασης για κάθε κατάσταση Pi(Ki). O Jackson απέδειξε 

το ακόλουθο εκπληκτικό 

 

Θεώρηµα Jackson: 

α. Κάθε κόµβος i συµπεριφέρεται σαν αναµονητικό σύστηµα Μ/Μ/mi µε µέσο 

ρυθµό εισόδου (3.7.2). 
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β. Η συνολική είσοδος σε έναν κόµβο δεν είναι Poisson. 

γ.     ∏
=

=
n

i
ii KPP

1
)()(Κ           (3.7.3) 

όπου οι πιθανότητες Pi(Ki) δίνονται από εξισώσεις ανάλογες των (2.5.3) και 

(2.5.4) µε n = Ki,  λ = λi,  µ = µi, και m = mi. 
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4 ΓΕΝΙΚΟΤΕΡΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΝΑΜΟΝΗΣ 

 

4.1 Το Σύστηµα Μ/G/1 

 

 Παράδειγµα τέτοιου συστήµατος είναι η ΕΛΠΑ που δέχεται τυχαίες κλήσεις για 

βοήθεια και έστω ότι οι κλήσεις είναι Poisson. Στη συνέχεια ο γερανός φεύγει, 

ταξιδεύει ένα χρόνο X1, προσφέρει τις υπηρεσίες για ένα χρόνο X2, και πηγαίνει το 

αυτοκίνητο µε τη βλάβη σε συνεργείο σε χρόνο X3. Επιστρέφει στη βάση σε χρόνο X4. 

Ο συνολικός χρόνος είναι ∑
=

=
4

1i
iXX που εν γένει δεν είναι εκθετικός. Άλλο 

παράδειγµα είναι ένα ασθενοφόρο κ.ο.κ. 

 Η ανάλυση ενός συστήµατος Μ/G/1 θα γίνει µε την εισαγωγή της έννοιας των 

εποχών (epochs) που είναι οι χρονικές στιγµές που ο εξυπηρετών τελείωσε µια 

εξυπηρέτηση. 

 Θεωρούµε το σχήµα: 

 

t

5
4
3
2
1

Αριθµός πελατών

t1 t2 t3 t4 t5 t6

Οι στιγµές t1, t2, ..., t6 είναι οι εποχές

 

Σχήµα 4.1. Πλήθος πελατών στο τέλος κάθε εξυπηρέτησης 

 

 Έστω 

Ν : ο αριθµός πελατών (π.χ. τηλ. κλήσεων) στο σύστηµα µετά το tK–1, δηλαδή 

αφ’ ότου η εξυπηρέτηση του πελάτη K–1 τελείωσε 
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R : ο αριθµός νέων πελατών που φθάνουν κατά τη διάρκεια της εξυπηρέτησης 

του επόµενου πελάτη K 

Ν':  ο αριθµός πελατών στο σύστηµα ακριβώς µετά τον tK . 

Παρατηρούµε ότι 

 αριθµός µετά tK =  

 = αριθµός µετά tK–1 + αριθµός νέων πελατών – έναν πελάτη που εξυπηρετείται 

N' = 


N + R – 1   αν Ν > 0

  R              αν N = 0
      (4.1.1) 

 Έστω    Pr  = P[ο αριθµός νέων αφίξεων κατά τη διάρκεια µιας εξυπηρέτησης = r] 

∫
∞

=
0

P (αριθµός r, χρόνος εξυπηρέτησης = x)dx      

( ) ( )∫
∞

=
0

dxxfxrP            

= ∫
∞

−

0

)(
!
)( dxxfe

r
x x

r
λλ           (4.1.2) 

επειδή η είσοδος είναι Poisson µε ρυθµό λ και η έξοδος είναι η γενική f (x). Και για 

δεδοµένο f (x) µπορούµε να υπολογίσουµε τα Pr, r = 0,1,2,… 

 Oρίζουµε τον ενδεικτικό τελεστή 

IN  = 


 0   αν Ν > 0

 1   αν N = 0
  

οπότε η (4.1.1) γράφεται 

Ν' = N  + R – 1 + IN, ∀ N ≥ 0 . 

Oι αφίξεις R πελατών σε διάστηµα x ακολουθούν την κατανοµή Poisson. Άρα 

E(R|x) = λx 

E(R2|x) = λ2x2 + λx 

και 

∫
∞

=
0

)()()( dxxfxRERE ∫
∞

==
0

)(
µ
λλ dxxxf ,   (4.1.3) 
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όπου λάβαµε υπ’ όψιν το ότι η µέση τιµή εξυπηρέτησης είναι 1/µ αν και δεν είναι 

εκθετική. 

 Οµοίως 

∫
∞

=
0

22 )()()( dxxfxRERE ∫
∞

+=
0

22 )()( dxxfxx λλ      

=+= )()( 22 XEXE λλ
µ
λ

µ
σλ +








+ 2

22 1
X  .        (4.1.4) 

Αν υπάρχει µόνιµη κατάσταση θα πρέπει Ε(Ν) = Ε(Ν') δηλαδή οι εξυπηρετήσεις είναι 

τέτοιες ώστε να µην υπάρχει συσσώρευση στο σύστηµα. Άρα 

     Ε(Ν') = E(N) + E(R) – 1 + E(IN)⇒ 

E(IN) = 1 – E(R) = 1 – 
µ
λ  = 1 – ρ .    (4.1.5) 

Η (4.1.5) είναι η πιθανότητα  P(N = 0) ώστε το σύστηµα να είναι άδειο µετά από µια 

αναχώρηση. Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι όπως και στο σύστηµα Μ/Μ/1 έτσι κι εδώ η 

συνθήκη ευστάθειας είναι ρ < 1 ή λ < µ. 

 Υπολογίζουµε τώρα τη δεύτερη ροπή του Ν'. 

E(N'2) = E[N2 + (R – 1)2 + 2
NI  + 2N(R – 1) + 2NIN + 2IN(R – 1)]. 

Εξ ορισµού 2
NI  = IN, 2NIN = 0 και στη µόνιµη κατάσταση πρέπει Ε(Ν'2) = E(N2), 

εποµένως η παραπάνω σχέση γίνεται 

Ε(R – 1)2 + Ε(ΙΝ) + 2Ε(Ν)Ε(R – 1) + 2E(IN)E(R – 1) = 0. 

Χρησιµοποιώντας τις (4.1.3)-(4.1.5) 

)1(2
)(

222

ρ
σλρ

ρ
−

+
+= XNE  .     (4.1.6) 

Τώρα Ε(Ν) είναι ο µέσος αριθµός πελατών στο σύστηµα αµέσως µετά από κάθε 

εξυπηρέτηση. Αυτός ο αριθµός, µπορεί ν’ αποδειχθεί, ισούται µε το µέσο αριθµό 

πελατών στο σύστηµα στη µόνιµη κατάσταση για κάποιον παρατηρητή που βλέπει το 

σύστηµα σε τυχαίες στιγµές. Για να συµβαίνει αυτό πρέπει η κατανοµή στη µόνιµη 

κατάσταση των πελατών µετά τις στιγµές συµπλήρωσης εξυπηρέτησης να είναι ίδια µ’ 

αυτήν σε τυχαίες στιγµές. Ακολουθεί µια σκιαγράφηση απόδειξης. Ορίζουµε: 
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πn : πιθανότητα µόνιµης κατάστασης για να υπάρχουν στο σύστηµα n πελάτες 

µετά τη συµπλήρωση µιας εξυπηρέτησης 

an : πιθανότητα µόνιµης κατάστασης ώστε ένας αφικνούµενος πελάτης να εύρει 

n πελάτες στο σύστηµα 

Dn : αριθµός µεταβάσεων προς τα κάτω από τον n+1 στον n πελάτη σε κάποιο 

διάστηµα Τ 

∑
∞

=

=
0n

nDD : συνολικός αριθµός βηµάτων προς τα κάτω στο διάστηµα Τ 

Un : µεταβάσεις προς τα πάνω από n στο n+1 

∑
∞

=

=
0n

nUU : συνολικός αριθµός µεταβάσεων 

 

 

n 
n + 1 

Un(=1) 

Dn(=1) Dn(=2) 

Un(=2) Un(=3) 

T  

 Παρατηρούµε ότι σ’ ένα διάστηµα Τ οι ποσότητες Dn και Un διαφέρουν το πολύ 

κατά 1. Στη µόνιµη κατάσταση 

D
Dlim n

T
n

∞→
=π . 

Επίσης στη µόνιµη κατάσταση και καθώς Τ→∞, D→U δηλαδή έχουµε τόσες ανόδους 

όσες καθόδους. Ξέρουµε ότι Dn ≈ Un, άρα 

D
Dlim n

T
n

∞→
=π

U
U n

T ∞→
= lim  . 

Αλλά 
U
Un

T ∞→
lim  είναι η πιθανότητα ότι το σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση n µετά 

από µια άφιξη. Οι αφίξεις επί πλέον γίνονται κατά Poisson και άρα είναι τυχαίες, 

δηλαδή 
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U
Ulima n

T
n

∞→
=   ή  πn = an 

στη µόνιµη κατάσταση, έτσι οι κατανοµές είναι ίδιες. 

 Τώρα εξ ορισµού 

Ε(ΙΝ) = 1 ΡΝ=0 = Ρ0 = 1 – ρ.      (4.1.7) 

Επίσης Ε(Ν) είναι ο µέσος αριθµός πελατών στο σύστηµα όπως ήδη δείξαµε ή 

)1(2

222

ρ
σλρ

ρ
−

+
+= XN ,      (4.1.8) 

ο µέσος χρόνος αναµονής στο σύστηµα 

)1(2
1 222

ρλ
σλρ

µλ −
+

+== XNT ,     (4.1.9) 

στην ουρά ο µέσος χρόνος αναµονής είναι 

)1(2
])/1[(1 22

ρ
σµλ

µ −
+

=−= XTW        (4.1.10) 

και ο µέσος αριθµός πελατών 

)1(2

222

ρ
σλρ

λ
−

+
== X

q WN .       (4.1.11) 

Οι τύποι (4.1.7)-(4.1.11) λέγονται εξισώσεις των Pollaczek-Khintchine (P-K) και 

βλέπουµε ότι είναι πολύ απλές και δεν χρειάζονται αναλυτική έκφραση της f (x). Η 

µόνη συνθήκη είναι ρ < 1. 

 

4.2 Γενικότερα Μοντέλα 

 

 Τώρα θα εξετάσουµε µερικά πιο δύσκολα µοντέλα όπως το Μ|G|m|m όπου η 

µέθοδος των εποχών δεν µπορεί να εφαρµοσθεί µε άνεση. Θα χρησιµοποιήσουµε 

µερικά αποτελέσµατα χωρίς απόδειξη. 

 Οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης για το Μ|G|m|m δίνονται από 
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∑
=

= m

k

k

n

n

k
/

n
/

P

0 !
)(

!
)(

µλ

µλ

 για 0 ≤ n ≤ m.    (4.2.1) 

Το εκπληκτικό αυτού του τύπου είναι ότι είναι ακριβώς ίδιος µ’ εκείνον του 

συστήµατος Μ/Μ/m/m. Εδώ εποµένως ισχύει ο τύπος του Εrlang, δηλαδή η πιθανότητα 

µια κλήση να βρει το σύστηµα κατειληµµένο και να χαθεί (δεν υπάρχει φερ’ ειπείν 

διαθέσιµο νοσοκοµειακό και βρίσκουµε άλλο µέσο µεταφοράς) είναι: 

∑
=

= m

k

k

m

m

k
/

m
/

P

0 !
)(

!
)(

µλ

µλ

.      (4.2.2) 

Έστω ότι σ’ ένα νοσοκοµείο θέλουµε η πιθανότητα να µην έχουµε διαθέσιµο 

νοσοκοµειακό να είναι ≤ l τότε υπολογίζουµε το m από την (4.2.2) λύνοντας την Pm ≤ l. 

 

4.2.1 To µοντέλο Μ/G/∞∞∞∞ 

 

 Aν θέσουµε τώρα στην (4.2.1) m→∞, τότε έχουµε τις πιθανότητες µόνιµης 

κατάστασης για το Μ/G/∞: 

µλ

µλ

/

n

n e
n
/

P !
)(

=
!

)/( /

n
en µλµλ −

= , n ≥ 0   (4.2.3) 

που είναι ακριβώς ο τύπος του Μ/Μ/∞. Εδώ βέβαια, όπως και στο Μ/Μ/∞ 

µ
λ=N ,  

µ
1

=T ,  0== WNq . 

 Ο τύπος (4.2.3) µπορεί ν’ αποδειχθεί κατ’ ευθείαν ως εξής: Για τυχούσα µη 

αρνητική τυχαία µεταβλητή X ισχύει 

∫
∞

==
0

)()( dxxxfXE ∫
∞

=′
0

)( dxxFx ∫
∞

∞→
−

0

a

0a
)()(lim dxxFxxF ∫

∞

∞→
−=

0
a

)((a)a dxxFFlim   
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  ∫∫∫
∞∞∞

−=−=
000

)](1[ dxxFFdxdx .       (4.2.4) 

Ορίζουµε 

Pn(t|K) =∆ P(n πελάτες εξυπηρετούνται | γίνονται K αφίξεις στο [0,t]). 

Παρατηρούµε ότι οι αφικνούµενοι πελάτες ή εξυπηρετούνται ή έχουν αναχωρήσει˙ 

ουρά δεν υπάρχει. Τώρα 

Pn(t) = P(n πελάτες εξυπηρετούνται στον t) ∑
∞

=

=
0

)()(
K

n KPKtP  

αλλά t
K

e
K
tKP λλ −=
!
)()(  λόγω του ότι είναι Poisson. Η προηγούµενη σχέση γίνεται 

∑
∞

=

−

=
0 !

)()()(
K

tK

nn K
etKtPtP

λλ .     (4.2.5) 

 Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι αν οι αφίξεις είναι Poisson, τότε οι χρόνοι αφίξεως (όχι 

οι χρόνοι ανάµεσα στις αφίξεις) είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένοι στο [0, t]. Κάποιος 

πελάτης φθάνει τη στιγµή ta και έχει υπολειπόµενο χρόνο στο [0, t] tr = t – ta. 

 

0 t

trta

 

 Έστω ότι η κατανοµή του χρόνου εξυπηρέτησης είναι F(x). Τότε η πιθανότητα να 

ευρίσκεται ακόµη υπό εξυπηρέτηση στο χρόνο t είναι 

P(t – ta < X | ta) = P(tr < X) = 1 – P(X ≤ tr) = 1 – F(tr) 

ενώ η πιθανότητα άφιξης µέσα στο χρόνο [t – tr, t – tr+∆t] λόγω οµοιοµορφίας είναι 

t
tP r∆

=  και η πιθανότητα ένας τυχαία αφικνούµενος πελάτης στο [0, t] να 

εξυπηρετείται ακόµη στον t είναι 

           P =∆ Pt(εξυπηρετείται) 
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     ∫ =<=<=
t

rrrrr dttTXTPXTP
0

),()(  

     ∫ <=
t

rrrr dttPtXTP
0

)()( ∫ <=
t

rrr dttPXtP
0

)()(  

     ∫ −=
t

r dt
t

tF
0

1)](1[ , 

όπου 

X : χρόνος εξυπηρέτησης (τυχαία µεταβλητή) 

Τr : εναποµένων χρόνος (τυχαία µεταβλητή). 

 Τώρα λόγω του ότι οι αφίξεις γίνονται ανεξάρτητα, δοθεισών K αφίξεων στο 

[0, t] η πιθανότητα οι n να εξυπηρετούνται είναι 

nKn
n PP

n
K

KtP −−







= )1()( ,      (4.2.5α) 

όπου το P δίνεται από την προηγούµενη σχέση, και άρα 

nKt
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nt

rrn dttF
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dttF
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K
KtP

−






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)](1[11)](1[1)(  

Aντικαθιστούµε αυτή την έκφραση στην (4.2.5) 
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και άρα 
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[ ]
[ ]∫ −−


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


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λ .  (4.2.5β) 

Η (4.2.5) δίνει τις πιθανότητες Pn, σαν συνάρτηση του t. Για t→∞ ευρίσκοµε λόγω της 

(4.2.4) 

µ
1)](1[

0

=−∫
∞

rr dttF  

και η (4.2.5) γίνεται η (4.2.3). 

 

 

4.2.2 Το µοντέλο G/G/1 

 

 Eρχόµαστε στη συνέχεια στο πιο προχωρηµένο και δύσκολο σύστηµα G/G/1. 

Εδώ υποθέτουµε ότι οι χρόνοι ανάµεσα στις αφίξεις είναι ανεξάρτητοι και έχουν 

κάποια γενική κατανοµή. Το ίδιο ισχύει για τις εξυπηρετήσεις. Έστω ότι για τους 

χρόνους ανάµεσα στις αφίξεις έχουµε: 

 πυκνότητα   fa(t),  
λ
1)( =tE ,   2)(Var tt σ=  

ενώ για την εξυπηρέτηση τα αντίστοιχα µεγέθη είναι: 

   fs(x), 
µ
1)( =XE , 2)(Var XX σ= . 

Τότε, έχει αποδειχθεί, ο µέσος χρόνος παραµονής στην ουρά είναι φραγµένος ως εξής: 

≤≤
−

−+ WX

)1(2
2)1( 222

ρλ
ρµσρ  

)1(2
)( 22

ρ
σσλ

−
+ Xt     (4.2.6) 

όπου ρ = λ/µ <1. Το άνω φράγµα είναι κοντά, όµως το κάτω είναι µακριά και η 

χρησιµότητά του αµφίβολη. Πολλά µεγέθη µπορούν να φραγούν από την (4.2.6) επειδή 

µ
1

+= WT ,  TN λ= ,  WNq λ= . 

 Ένα καλύτερο κάτω φράγµα µπορεί να βρεθεί αν ισχύει το εξής: 
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Έστω fa(t) η πυκνότητα για τους χρόνους ανάµεσα στις αφίξεις η οποία έχει την 

ιδιότητα για κάθε t0 > 0 

λ
1)( 00 ≤>− ttttE  .     (4.2.7) 

Η (4.2.7) µας λέει ότι αν περάσει κάποιος χρόνος t0, τότε η µέση τιµή του υπόλοιπου 

χρόνου είναι ≤ 1/λ. Ξέρουµε ότι για την εκθετική κατανοµή η (4.2.7) ισχύει σαν 

ισότητα. Οι περισσότερες κατανοµές (όπως βήτα, οµοιόµορφη, κ.λπ.) ικανοποιούν την 

(4.2.7). Εντούτοις υπάρχουν κάποιες που δεν την ικανοποιούν. 

 Τώρα αν η (4.2.7) ισχύει, τότε 

≤≤
+

−
−
+ WXt

λ
ρ

ρ
σσλ

2
1

)1(2
)( 22

)1(2
)( 22

ρ
σσλ

−
+ Xt      (4.2.8) 

που είναι παρά πολύ καλό φράγµα. Πράγµατι για το qN  έχουµε 

≤≤
+

−
−
+

q
Xt N

2
1

)1(2
)( 222 ρ

ρ
σσλ

)1(2
)( 222

ρ
σσλ

−
+ Xt     (4.2.9) 

και επειδή ρ ∈(0, 1) τότε τα δύο φράγµατα απέχουν από 1 έως 0.5. Για ρ →1 τότε 

qN >> και η απόσταση των δύο φραγµάτων είναι εκπληκτικά ακριβής. 

 Για την περίπτωση ρ =1 έχουµε και την προσέγγιση µεγάλης κυκλοφορίας (heavy 

traffic approximation) η οποία µας λέει ότι στο σύστηµα G/G/1 ο χρόνος αναµονής 

στην ουρά στη µόνιµη κατάσταση είναι προσεγγιστικά εκθετικός µε µέση τιµή 

)1(2
)( 22

ρ
σσλ

−
+

= XtW .     (4.2.10) 

Το εκπληκτικό αυτού του αποτελέσµατος είναι ότι το πάνω όριο της (4.2.8) γίνεται 

ακριβές καθώς ρ →1, ενώ τώρα ξέρουµε και την κατανοµή που είναι εκθετική. Επίσης 

για ρ →1 η (4.2.10) εκρήγνυται όπως και στο σύστηµα Μ/Μ/1. Το σύστηµα Μ/Μ/1 θα 

µας καταδιώκει για πολύ! 

 

4.2.3 Το σύστηµα G/G/m 

 

 Υπάρχουν κι εδώ µερικά άνω και κάτω φράγµατα που συχνά έχουν ευρεθεί από 
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το µοντέλο G/G/1 µε έναν εξυπηρετούντα m φορές ταχύτερο. Αποδεικνύεται ότι 

≤≤
−

− W
m

XEmW
2

)()1( 2

1
µ

)/1(2
)/1]/)1[()/1(( 2222

µλ
λµσσ

m
mmm Xt

−
−++ ,  (4.2.11) 

όπου W1 είναι ο µέσος χρόνος αναµονής ουράς για το G/G/1 και µε χρόνο 

εξυπηρέτησης τον X/m, δηλαδή το σύστηµα είναι ταχύτερο κατά m φορές από τον κάθε 

ένα από τους m εξυπηρετούντες, ενώ οι αφίξεις είναι ίδιες µ’ αυτές του G/G/m. 

 Εποµένως το W1 ή θα υπολογισθεί ακριβώς αν η κατανοµή είναι γνωστή ή από το 

κάτω φράγµα της (4.2.6) ή (4.2.8) αν ικανοποιούνται οι συνθήκες της.  

 Τέλος αν έχουµε µεγάλη κυκλοφορία ισχύει το εξής: 

Αν 1→
µ

λ
m

 για το σύστηµα G/G/m, τότε ο χρόνος αναµονής στην ουρά στη µόνιµη 

κατάσταση έχει κατανοµή περίπου εκθετική µε µέση τιµή 

)1(2

)(
2

2

µ
λ

λ
σ

σ

m

mW
X

t

−

+
≈  

και για τιµές 
µ

λρ
m

= ≈1 έχουµε έκρηξη της ουράς όπως στο Μ/Μ/m. 
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5 ΕΝΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΓΡΑΜΜΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ 

 

 Είδαµε ήδη ότι τα αναλυτικά µοντέλα Markov έχουν µεγάλες αδυναµίες όταν 

πρόκειται να περιγράψουµε γραµµές παραγωγής µε αρκετές µηχανές και χώρους 

εναποθήκευσης. Εδώ θα ιδούµε ένα µοντέλο που κάνει χρήση προσοµοίωσης και 

στοιχειώδους ανάλυσης ταυτόχρονα. Αυτό το µοντέλο είναι ακριβές και οι χρόνοι CPU 

που απαιτεί είναι της τάξης λίγων δευτερολέπτων για µεγάλους υπολογιστές όπως ο 

ΙΒΜ-3090. 

 

Υποθέσεις: 

1. Κάθε µηχανή είναι λειτουργική (1) ή υπό επισκευή (0). 

2. Υπάρχει µια άπειρη πηγή στην αρχή και µια άπειρη καταβόθρα στο τέλος 

της γραµµής. Έτσι η πρώτη µηχανή ποτέ δεν «πεινάει» και η τελευταία ποτέ 

δεν αποκλείεται. 

3. Οι ρυθµοί όλων των µηχανών είναι αιτιοκρατικοί και γνωστοί. 

4. Οι µηχανές χαλούν µόνο µετά την παραγωγή ενός κοµµατιού. 

5. Μια πεινασµένη ή αποκλεισµένη µηχανή δεν χαλάει. 

6. Ο χρόνος µεταφοράς ενός κοµµατιού από τη µια µηχανή στην άλλη είναι 

αµελητέος ή περιλαµβάνεται στο χρόνο επεξεργασίας. 

7. Ο χρόνος που µια µηχανή χαλάει είναι τυχαία µεταβλητή µε γνωστή κατανοµή. 

Η κατανοµή θεωρείται ίδια για όλες τις µηχανές. 

8. Ο χρόνος επισκευής για κάθε µηχανή είναι τυχαία µεταβλητή µε γνωστή 

κατανοµή που είναι ίδια για όλες τις µηχανές. 

 Οι κατανοµές στα (7) και (8) θα ληφθούν εκθετικές. Εντούτοις, οποιαδήποτε 

άλλη κατανοµή µπορεί να χρησιµοποιηθεί. 

 Για να αποφευχθεί ο υπερβολικός χρόνος υπολογιστή όταν προωθούµε τα 

κοµµάτια ένα-ένα κάνουµε χρήση 5 βασικών γεγονότων: 
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1. χώροι εναποθήκευσης πλήρεις 

2. χώροι εναποθήκευσης άδειοι 

3. χώροι εναποθήκευσης ούτε άδειοι ούτε γεµάτοι 

4. µηχανή στην κατάσταση 1 

5. µηχανή στην κατάσταση 0 

 

 Το µοντέλο θα µπορούσε να µετατραπεί σ’ έναν αργό προσοµοιωτή στις εξής 

περιπτώσεις: 

α. Ο χώρος εναποθήκευσης είναι άδειος, η επόµενη µηχανή είναι ταχύτερη από την 

προηγούµενη και έχουµε έτσι µια συνεχή ταλάντωση από το γεγονός 2 στο 3 

κ.ο.κ. 

β. Ο χώρος εναποθήκευσης είναι πλήρης, η επόµενη µηχανή είναι αργότερη από 

την προηγούµενη και έχουµε ταλάντωση από το γεγονός 1 στο 3 κ.ο.κ. 

Το µοντέλο αποφεύγει και τις δύο περιπτώσεις θεωρώντας στην (α) περίπτωση ότι ο 

χώρος είναι άδειος ή στην (β) γεµάτος και συµπτύσσοντας τη γραµµή όπως θα ιδούµε 

στη συνέχεια. 

 Έστω λοιπόν το σύστηµα (Σχ. 5.1) 

 

MiBi-1
Mi+1Bi Bi+1

 

 

Σχήµα 5.1. Τµήµα γραµµής παραγωγής 

 

Ορίζουµε 

  Ci : η χωρητικότητα του Bi 

  Ni : αριθµός κοµµατιών στον Bi 

  Ri : ρυθµός παραγωγής της Μi 
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Αλλαγές κατάστασης χώρων εναποθήκευσης 

1. Αν η µηχανή i παράγει µε ρυθµό µεγαλύτερο της µηχανής i+1, τότε ο Bi γεµίζει σε 

χρόνο 

1+−
−

=
ii

ii
C RR

NCT
i

,   όταν Ri – Ri+1 > 0. 

2. Το δυαδικό φαινόµενο του (1) δίνει το χρόνο που ο χώρος αδειάζει 

ii

i
E RR

NT
i −

=
+1

,   όταν Ri+1 – Ri > 0. 

3. Αν οι µηχανές i και i+1 παράγουν στον ίδιο ρυθµό, τότε ο χώρος παραµένει στο ίδιο 

σηµείο 

∞=
iBT ,   όταν Ri – Ri+1 = 0. 

Στην περίπτωση αυτή ο χρόνος επόµενου γεγονότος του Bi είναι ίσος µε το µεγαλύτερο 

πραγµατικό αριθµό. 

 

Αλλαγές κατάστασης των µηχανών 

 Ο χρόνος που η µηχανή Mi χαλάει ισούται µε 

i

F
F R

N
T i

i
=  

όπου ΝFi  είναι ο αριθµός κοµµατιών που η µηχανή παράγει µέχρι να χαλάσει. Ο 

αριθµός ΝFi  ευρίσκεται µε τη βοήθεια της γεννήτριας τυχαίων αριθµών. 

 Αν παρέλθει χρόνος ΤΕ, ο αριθµός κοµµατιών µέχρι να χαλάσει η µηχανή είναι 

EiFF TRNN
ii
−=′  

και 
i

F
F R

N
T i

i

′
=′  . 

 Ο χρόνος επισκευής µιας µηχανής TRi ευρίσκεται πάλι από τη γεννήτρια τυχαίων 

αριθµών. Αν περάσει χρόνος ΤΕ, τότε ο εναποµένων χρόνος επισκευής είναι 
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ERR TTT
ii
−=′ . 

 Έχοντας καθορίσει τις αλλαγές κατάστασης των µηχανών προχωρούµε τους 

αλγόριθµους. 

 

1. Ο αλγόριθµος γεµάτου χώρου εναποθήκευσης 

 Όταν γεµίσει ο Βi, όλα τα είδη (µηχανές και χώροι) προς την έξοδο δεν 

επηρεάζονται. Προς την είσοδο όµως έχουµε αποκλεισµό της µηχανής Μi. Αν η Mi 

λειτουργεί γρηγορότερα από τη Mi+1, τότε η Mi υποχρεώνεται να λειτουργήσει στο 

ρυθµό 

),min( 1 iii RRR +=′ . 

Ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται προς την είσοδο ως εξής: Αν ο Bi–1 δεν είναι πλήρης, 

τότε µπορεί να δεχθεί κοµµάτια από τη Mi–1 και δεν υπάρχει µετάδοση του φαινοµένου 

προς την είσοδο. Αν ο Bi–1 είναι πλήρης, τότε γίνεται νέα προσαρµογή ρυθµών 

),min( 11 −− ′=′ iii RRR  κ.ο.κ. 

 

2. Ο αλγόριθµος άδειου χώρου 

 Όταν ο Bi αδειάσει δεν υπάρχει αποτέλεσµα προς την είσοδο αφού ο χώρος 

µπορεί να δεχθεί κοµµάτια. Προς την έξοδο όµως η µηχανή Mi+1 υποχρεώνεται σε 

µικρότερο ρυθµό 

),min( 11 ++ =′ iii RRR . 

O αλγόριθµος επαναλαµβάνεται προς την έξοδο: Αν ο Bi+1 δεν είναι άδειος ή γεµάτος 

µπορεί να δώσει κοµµάτια στη Mi+2 και δεν υπάρχει µετάδοση του φαινοµένου. Αν ο 

Bi+1 είναι άδειος, τότε ο ρυθµός της Mi+2 γίνεται 

),min( 212 +++ ′=′ iii RRR  κ.ο.κ. 

 

3. Aλλαγές καταστάσεων των µηχανών 

α.  Όταν µια µηχανή Mi χαλάσει, τότε ο ρυθµός της γίνεται 
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0=′iR . 

Αν η µηχανή που προηγείται έχει πλήρη χώρο Bi–1, τότε αποκλείεται και 

01 =′−iR . 

Ο νέος ρυθµός εποµένως µεταδίδεται προς την είσοδο µε τον αλγόριθµο πλήρους 

χώρου.  

Αν η µηχανή που έπεται έχει άδειο χώρο, τότε πεινάει και 

01 =′+iR . 

Ο νέος ρυθµός µεταδίδεται προς την έξοδο µε τον αλγόριθµο άδειου χώρου. 

 

β.  Όταν η Mi επισκευασθεί, τότε 

iMi RR =′  

όπου 
iMR είναι ο ονοµαστικός ρυθµός παραγωγής της Mi. 

Ο νέος ρυθµός µεταδίδεται προς την είσοδο ως εξής: Αν η Mi–1 είναι στην κατάσταση 1 

και ο χώρος i–1 είναι πλήρης, τότε ο ρυθµός της Mi–1 γίνεται 

)min( 11 −− ′=′ iMii R,RR  

δηλαδή η Mi–1 µπορεί να παράγει είτε στον ονοµαστικό της ρυθµό ή στον iR′ . Αν η Mi–1 

είναι στην κατάσταση 0 δεν υπάρχει άλλη µετάδοση του φαινοµένου. Αν ο Bi–1 δεν 

είναι πλήρης, συνεχίζει να δέχεται κοµµάτια και η µετάδοση του φαινοµένου παύει, 

αλλιώς ο αλγόριθµος συνεχίζεται προς την είσοδο µε τον Bi–2, κοκ . 

Ο νέος ρυθµός µεταδίδεται προς την έξοδο ως εξής: Αν η µηχανή Μi+1 είναι στην 

κατάσταση 1 και ο χώρος Bi άδειος, τότε ο ρυθµός της Mi+1 γίνεται 

)min( 11 ++ ′=′ iMii R,RR . 

Αν η µηχανή Mi+1 είναι στην κατάσταση 0, ο ρυθµός της παραµένει στο 0 και δεν 

υπάρχει µετάδοση του φαινοµένου. Αν ο χώρος Bi δεν είναι πλήρης ή άδειος, τότε η 

µηχανή Mi+1 συνεχίζει να δέχεται κοµµάτια στον προηγούµενο ρυθµό και δεν υπάρχει 

µετάδοση. Ο αλγόριθµος συνεχίζεται προς την έξοδο. 
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Αρχικές συνθήκες του προγράµµατος 

1.  Ορίζουµε τον ονοµαστικό (µέγιστο) ρυθµό παραγωγής για όλες τις µηχανές και 

τον αρχικό αριθµό κοµµατιών σε κάθε χώρο. 

2.  Xρησιµοποιώντας τους ρυθµούς από το (1) προχωρούµε προς την έξοδο της 

γραµµής ορίζοντας τους νέους ρυθµούς µε τον αλγόριθµο άδειων χώρων. 

3.  Προχωρούµε προς την είσοδο ορίζοντας νέους ρυθµούς µε τον αλγόριθµο 

γεµάτων χώρων. 

4.  Υπολογίζουµε το χρόνο για το επόµενο γεγονός για κάθε χώρο και µηχανή 

βασισµένο στους τρέχοντες ρυθµούς και αριθµούς κοµµατιών. 

5.  Ευρίσκουµε το χώρο ή µηχανή µε το µικρότερο χρόνο επόµενου γεγονότος. 

6.  Υπολογίζουµε τον αριθµό κοµµατιών που παρήχθησαν και τον αριθµό 

κοµµατιών στον κάθε χώρο στον ελάχιστο χρόνο επόµενου γεγονότος. 

7.  Ορίζουµε το επόµενο γεγονός (χώρος πλήρης ή µηχανή χαλασµένη κ.λπ.). 

8.  Υπολογίζουµε τις νέες στάθµες χώρων. 

9.  Υπολογίζουµε τους νέους ρυθµούς. 

10. Υπολογίζουµε τον χρόνο επόµενου γεγονότος. 

11. Υπολογίζουµε τον ελάχιστο χρόνο επόµενου γεγονότος. 

12. Αν ο χρόνος που πέρασε είναι µικρότερος του συνολικού χρόνου προσοµοίωσης 

πηγαίνουµε στο (6). 

13. Αλλιώς stop. 

 

Ένα υπολογιστικό πείραµα 

 Ένα πρόγραµµα γράφτηκε σε γλώσσα Pascal και έτρεξε σε µηχανή ΙΒΜ 3090. Ο 

αριθµός κοµµατιών µέχρι ένα σπάσιµο της µηχανής υπολογίστηκε από )ln(XN iFi
λ−=  

όπου λi είναι ο µέσος αριθµός που η µηχανή παράγει µέχρι να χαλάσει (MPTF mean 

number of parts-to-failure) και X είναι µια τυχαία µεταβλητή, οµοιόµορφα 

κατανεµηµένη στο [0,1]. Παρόµοια γεννήτρια δίνει το χρόνο επισκευής. 

 Μία γραµµή µε 100 µηχανές και 99 χώρους εναποθήκευσης αναλύθηκε σε χρόνο 
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CPU της τάξης των 2 sec για παραγωγή 10.000 κοµµατιών. Παρατηρούµε ότι για 

ρυθµούς βλαβών µεγάλους το µοντέλο δεν είναι πολύ γρήγορο. 

 Το βασικό προσόν του µοντέλου είναι ότι είναι το µόνο αποτελεσµατικό 

υπολογιστικά και ακριβές που έχει δηµοσιευθεί ως τώρα. Πέρα απ’ αυτό για σχετικά 

αξιόπιστες γραµµές και υψηλούς ρυθµούς παραγωγής η υπολογιστική του ταχύτητα 

είναι εκπληκτική. 
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Σχήµα 5.2. Συχνότητα γεγονότων (sec-1) συναρτήσει του µήκους γραµµής  
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Σχήµα 5.3. Χρόνος CPU συναρτήσει του µήκους γραµµής 

 



 71 

0.1

1

10

100

1 10 100 1000
µέσος αριθµός κοµµατιών µέχρι τη βλάβη (MPTF)

Συµβατικός αλγόριθµος

Αγόριθµος διακεκριµένων
γεγονότων

 
Σχήµα 5.4. Χρόνος CPU συναρτήσει του ΜPTF. 
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6 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΕΥΕΛΙΚΤΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ (FMS) 

 

6.1 Εισαγωγή 

 

 Ένα ευέλικτο σύστηµα παραγωγής (FMS: Flexible Manufacturing System) 

συνίσταται από µηχανές που εκτελούν κάποιον αριθµό εργασιών, ένα σύστηµα 

διαχείρισης υλικών (MHS: Material Handling System), και µια υπολογιστική µονάδα 

για τον έλεγχο του συστήµατος. 

 Το ΜΗS µπορεί να είναι µια µεταφορική ταινία που µεταφέρει κοµµάτια από 

σηµείο σε σηµείο ή ένα σύστηµα µε καροτσάκια σε σιδηροτροχιές ή µια αλυσίδα 

µεταφοράς πάντα κάτω από τον έλεγχο του υπολογιστή. 

 Η γραµµή παραγωγής είναι σχεδιασµένη να παράγει µεγάλες ποσότητες µικρού 

αριθµού ειδών. Η γραµµή αλλάζει δύσκολα για να προσαρµοστεί σε νέα προϊόντα. Ένα 

κατάστηµα εργασιών (job shop) αντίθετα (π.χ. µηχανουργείο) έχει τη δυνατότητα 

παραγωγής µεγάλης ποικιλίας προϊόντων σε µικρές όµως ποσότητες. Εκεί 

χρησιµοποιούν αριθµητικά ελεγχόµενες µηχανές (ΝC: Numerically Controled) οι 

οποίες µπορούν να εκτελούν πολλές εργασίες αυτόµατα κάτω από τον έλεγχο ενός 

µικροεπεξεργαστή και αλλάζουν εργαλεία επίσης αυτόµατα. 

 Το FMS είναι ενδιάµεσο σύστηµα που ενώ έχει αποτελεσµατικότητα και όγκο 

παραγωγής µικρότερο της γραµµής παραγωγής είναι σαφώς ανώτερο του καταστήµατος 

εργασιών ενώ συγχρόνως διατηρεί πολλά από τα χαρακτηριστικά της ευελιξίας του 

τελευταίου. 

 Το 75% της αξίας των µεταλλικών κοµµατιών που παράγονται στις ΗΠΑ 

παράγονται σε παρτίδες (batches) των 50 το πολύ κοµµατιών. Ένα FMS σε τέτοιου 

είδους µεγέθη παραγωγής θα ήταν ιδανικό.  

 Ήδη τέτοια συστήµατα χρησιµοποιούνται ευρέως στις ΗΠΑ, την Ιαπωνία, τη 

∆υτική Ευρώπη και η χρήση τους σύντοµα θα γενικευθεί. 
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Mηχανή
επιθεώρησης

Σιδηροτροχιές µε δύο καροτσάκια

ΟD ΟD ΟD
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X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X  X

16 σταθµοί φόρτωσης-εκφόρτωσης

ΟD   : δράπανα 4 τρυπανιών (omnidrills)
ΟΜ  : φρέζες (omnimills)
VTL : τόρνοι κατακόρυφης κεφαλής (vertical turret lathes)

VT

OM OM OM

 

Σχήµα 6.1.  FMS της Caterpillar 

 

 Στην εικόνα φαίνεται ένα FMS της Caterpillar. Το σύστηµα αυτό παράγει 

εξωτερικά καλύµµατα δύο µεγεθών αυτοµάτων κιβωτίων ταχυτήτων. Για το κάθε 

κάλυµµα απαιτείται ένα κιβώτιο και το καπάκι. Τα κοµµάτια φεύγουν από το σύστηµα 

σαν συναρµολογηµένα ζεύγη. 

 Παρατηρούµε την ύπαρξη πλεονασµού µηχανών για να υπάρχει ευελιξία. 

 Στα FMS ο χώρος εναποθήκευσης κοµµατιών ή είναι ανύπαρκτος ανάµεσα στις 

µηχανές ή παίρνει ελάχιστα κοµµάτια. Εντούτοις υπάρχει το MHS που ουσιαστικά είναι 

και κεντρικός χώρος εναποθήκευσης. Μπορούµε να έχουµε τα συστήµατα των δύο 

εικόνων (Σχ. 6.2, 6.3). 

 Στο πρώτο υπάρχει ειδικός χώρος εναποθήκευσης, στο δεύτερο ο χώρος είναι η 

µεταφορική ταινία. 

 Για τη φόρτωση-εκφόρτωση, τις αλλαγές εργαλείων κ.λπ. υπάρχουν κατάλληλοι 

ψηφιακά ελεγχόµενοι ροµποτικοί µηχανισµοί. 
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φόρτωση-εκφόρτωση

       Σιδηροτροχιά µε ένα καροτσάκι

χώρος εναποθήκευσης
Μ1 Μ2

 

 

Σχήµα 6.2. MHS µε ένα καροτσάκι 

 

 

 

φόρτωση-εκφόρτωση

Μ1

Μ2

µεταφορική ταινία

 

 

Σχήµα 6.3. MHS µε µεταφορική ταινία 
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6.2 Προβλήµατα FMS 

 

 Όπως φαίνεται από την εισαγωγή σ’ ένα FMS υπάρχει ευελιξία ως προς την 

ποσότητα και την πορεία κοµµατιών. Αυτή η ευελιξία εκφράζεται µε τις τρεις βαθµίδες 

ελέγχου που µπορούµε να ασκήσουµε στο σύστηµα και που ουσιαστικά είναι τα 3 

µεγάλα προβλήµατα των FMS. 

 

1. Έλεγχος ροής (flow control). Ο έλεγχος εδώ ρυθµίζει τους (µέσους) ρυθµούς 

παραγωγής κάθε εργασίας έτσι ώστε να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις της 

ζήτησης λαµβάνοντας υπ’ όψιν τα στατιστικά χαρακτηριστικά αξιοπιστίας των 

µηχανών και τις στάθµες αποθέµατος στους χώρους εναποθήκευσης. 

2. Έλεγχος δροµολόγησης (routing control). Έχοντας προσδιορίσει τους 

συνολικούς ρυθµούς παραγωγής από την ιεραρχία (1) προσδιορίζουµε τη 

βέλτιστη δροµολόγηση κοµµατιών στην κάθε µηχανή µε σκοπό να έχουµε τους 

ζητούµενους ρυθµούς παραγωγής και την ελαχιστοποίηση των ουρών µπρος 

στις µηχανές. 

3. Έλεγχος ακολουθίας (sequence control). Αυτός ο έλεγχος καθορίζει τους 

χρόνους που κάθε εργασία φτάνει στο σύστηµα, την ακολουθία τους, και την 

επόµενη κατεργασία µιας εργασίας µέσα στο σύστηµα έτσι ώστε να 

πραγµατοποιηθούν οι έλεγχοι (1) και (2). 

 

 Παραδείγµατα ελέγχου δροµολόγησης είναι: 

SPT : µικρότερος χρόνος επεξεργασίας (shortest processing time) 

LPT : µεγαλύτερος χρόνος επεξεργασίας (longest processing time) 

FOPR: λιγότερες αποµένουσες επεξεργασίες για κάθε κοµµάτι (fewest 

operations remaining) 

MOPR: περισσότερες αποµένουσες επεξεργασίες (most operations 

remaining)  

SPT.TOT: µικρότερος χρόνος της συγκεκριµένης επεξεργασίας 

πολλαπλασιασµένος επί το συνολικό χρόνο επεξεργασίας όλης της 
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εργασίας 

SPT/TOT, 

LPT.TOT, 

LPT/TOT κ.λπ. 

 Τέτοιοι κανόνες είναι ευρετικοί και ελέγχονται µε προσοµοίωση σχετικά µε 

κάποιο πρωτόκολλο λειτουργίας (φερ’ ειπείν τα 3 δράπανα εργάζονται σαν οµάδα ή τα 

2 δράπανα είναι οµάδα και το 1 συνδυάζεται µε έναν VTL) και για κάποιο µέτρο 

απόδοσης (συνολική παραγωγή ή µέγεθος ουρών και αποθεµάτων). 

 Για το συγκεκριµένο σύστηµα της Caterpillar έχει ευρεθεί ότι το SPT/TOT δίνει 

το µέγιστο ρυθµό συνολικής παραγωγής (throughput rate) και ο χρόνος προσοµοίωσης 

σ’ ένα mini computer ήταν της τάξης των 400 δευτερολέπτων. 

 

6.3 Ένα µοντέλο FMS 

 

 Τώρα υποθέτουµε ότι έχουµε προσδιορίσει τους ελέγχους του συστήµατος. 

Υποθέτουµε ότι: 

1. Ο συνολικός αριθµός εργασιών στο σύστηµα είναι Ν που µπορεί να θεωρηθεί 

ότι είναι η χωρητικότητα των παλετών ή της µεταφορικής ταινίας. Το Ν είναι 

σταθερό που σηµαίνει ότι µόλις µια εργασία συµπληρωθεί και φεύγει από το 

σύστηµα, αµέσως µια νέα φθάνει απ’ έξω στο σύστηµα. 

2. Το πρωτόκολλο µπρος από κάθε µηχανή είναι FCFS. Οι χρόνοι επεξεργασίας 

είναι εκθετικοί και όλες οι εργασίες έχουν την ίδια µέση τιµή, 1/µi , για τη 

µηχανή i. 

3. Όλες οι µηχανές έχουν αρκετό χώρο εναποθήκευσης ώστε να χωρούν και οι Ν 

εργασίες. 

4. Οι µηχανές είναι πάντα διαθέσιµες για επεξεργασία, έχουν δηλαδή αµελητέο 

χρόνο προετοιµασίας και δεν χαλούν ποτέ. 

 Θα χρησιµοποιήσουµε ένα κλειστό δίκτυο που είναι παρόµοιο δικτύου Jackson 

για να µοντελοποιήσουµε το FMS. 
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 Στο κλειστό δίκτυο έχουµε Μ κόµβους: 1,2,...,Μ. Ο κόµβος i έχει mi παράλληλους 

εξυπηρετούντες των οποίων ο καθένας έχει εκθετικούς χρόνους εξυπηρέτησης µε µέση 

τιµή 1/µi. Ένας πελάτης που εξυπηρετήθηκε στον κόµβο i προχωρεί στον κόµβο j µε 

πιθανότητα Pij. Στο πρόβληµα του FMS οι πιθανότητες Pij είναι ουσιαστικά ο έλεγχος 

της 2ης βαθµίδας. Έστωσαν  

Ν : συνολικός αριθµός πελατών στο σύστηµα 

ni: αριθµός πελατών στον κόµβο i = πελάτες στην εξυπηρέτηση + πελάτες στην 

ουρά του i. 

Tότε 

Nn
M

i
i =∑

=1

 

Σαν κατάσταση στο σύστηµα παίρνουµε το διάνυσµα 

n = [n1 n2 ... nΜ]T. 

Oρίζουµε την κοινή πιθανότητα P(n1,n2,...,nM). Ορίζουµε ακόµη τους ενδεικτικούς 

τελεστές 

δ (ni) = 


 0   αν ni = 0

 1   αν ni ≠ 0
  

ai(ni) = 


 ni   αν ni ≤ mi

 mi   αν ni ≥ mi .
  

Oι εξισώσεις ροής πιθανότητας γράφονται: 

  )()()a( 21
1

M

M

i
iiii n,...,nnPnn 






∑
=

µδ = 

∑∑
= =

+−+
M

k

M

i
Mkikikkki n...,,n...,,n,...,nnPPnn

1 1
21 )11()1()a( µδ ,  (6.3.1)  

 Ο τελεστής δ (ni) µας λέει ότι είναι αδύνατο να φύγουµε από την κατάσταση ni αν 

η κατάσταση αυτή είναι άδεια, ενώ ο τελεστής ai(ni) µας δίνει το συνολικό αριθµό 

πελατών στην εξυπηρέτηση του κόµβου i. 

 To αριστερό µέλος της (6.3.1) µας δίνει τη ροή πιθανότητας έξω από την 

κατάσταση (n1, n2,..., Mn ) ενώ το δεξιό µέλος, τη ροή προς την κατάσταση αυτή. 
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 Η λύση της (6.3.1) ευρίσκεται µε τη µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών. 

Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι: 
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όπου η συνάρτηση βi(n) υπολογίζεται από τις επαναληπτικές σχέσεις: 

βi(0) = 1         

βi(n) = ai(n)βi(n–1)      (6.3.3) 

και τα xi υπολογίζονται από τις 
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M

i
iiik xxP µµ =∑
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 ,    k =1, 2, …, M.    (6.3.4) 

 Oρίζουµε το διάνυσµα 

U = [µ1x1  µ2x2  ...  µM xM]Τ = [U1 U2 … UM]T 

και τον πίνακα Π = [Pik]. Τότε η (6.3.4) γράφεται ,
1

k
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i
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 k = 1,…,M  ή 

Π U = U 

O πίνακας Π είναι στοχαστικός και έχει ένα ιδιοδιάνυσµα του οποίου όλα τα στοιχεία 

είναι θετικά και άρα υπάρχει λύση του συστήµατος (6.3.4). Το σύστηµα αυτό έχει 

άπειρες λύσεις. Μία από αυτές προκύπτει αν θεωρήσουµε το U ως διάνυσµα 

πιθανοτήτων, ήτοι 

U1+U1+…+UM = 1. 

 Η συνάρτηση G(N) της (6.3.2) είναι τέτοια ώστε η P(n1, n2, ..., nΜ) να είναι 

συνάρτηση πιθανότητας, ήτοι 
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όπου η άθροιση είναι για όλα τα ni έτσι ώστε .
1

Nn
M

i
i =∑
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  Για το FMS που εξετάζουµε µπορεί ν’ αποδειχθεί ότι ισχύουν τα εξής 

    mi = 1 ⇒ βi(ni) = 1 
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    και 
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 Τώρα η πιθανότητα ni πελατών στον κόµβο i είναι 
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όπου το Gi(N–ni) προκύπτει από την άθροιση όπως εκείνη της (6.3.5) παραλείποντας το 

i, και επειδή ο συνολικός πληθυσµός είναι Ν και ni πελάτες ευρίσκονται στον κόµβο i 

έχουµε Gi(N–ni).  

 Ο συνολικός ρυθµός εξόδου (ρυθµός παραγωγής–throughtput) της µηχανής i είναι 
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Ο συνολικός ρυθµός εξόδου όλου του συστήµατος ορίζεται ως το άθροισµα των 
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ρυθµών παραγωγής όλων των µηχανών του (σηµ: δεν αντιστοιχεί στην έξοδο 

κοµµατιών από το σύστηµα, αφού το σύστηµα είναι κλειστό και δεν φεύγουν κοµµάτια, 

αλλά στο σύνολο των αναχωρήσεων από τις µηχανές) και είναι 
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    (6.3.9) 

επειδή 1
1

=∑
=

M

i
iU  αφού τα Ui προκύπτουν από την εξίσωση k

M

i
iik UUP =∑

=1

 και το U είναι 

διάνυσµα πιθανοτήτων. 

 H φόρτιση της µηχανής i ορίζεται: 

i
i

i U
TH
THl == .     (6.3.10)  

 

Παράδειγµα  

Ένα σύστηµα FMS έχει δύο µηχανές (1 και 2) που κάνουν την ίδια κατεργασία και ένα 

MHS (0) µ’ ένα καροτσάκι φόρτωσης-εκφόρτωσης κοµµατιών. 

Κάθε κοµµάτι που τελειώνει την κατεργασία αναµένει το καροτσάκι για να οδηγηθεί 

στο χώρο φόρτωσης-εκφόρτωσης. Όταν το κοµµάτι φεύγει από το σύστηµα ένα νέο 

ακατέργαστο κοµµάτι φορτώνεται και οδηγείται σε µία µηχανή. Το MHS έχει ρυθµό 

εξυπηρέτησης µ0 = 1 (µηχανή→εκφόρτωση-φόρτωση→µηχανή), ενώ οι µηχανές 

µ1 = 0.5, µ2 = 1, και Ν = 6. 

Τα ακατέργαστα κοµµάτια δροµολογούνται µέσω του MHS προς τις µηχανές µε 

πιθανότητες P01 = P02 = 0.5, άρα  

U0 = 0.5, U1 = U2 =  0.25. 

Eπειδή mi = 1 προκύπτουν βi(ni) = 1. Από τη σχέση (6.3.5) υπολογίζουµε τα G(5) και 

G(6) και από την (6.3.8) βγαίνει αριθµητικά ΤΗ1 = ΤΗ2 = 0.4174. 
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7 AΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Θεωρήστε το µοντέλο γέννησης-θανάτου και έστω 

λ0 = λ, λ1 = λ2 = ... =0 

µ1 = µ,  µ2 = µ3 =...= 0. 

Αυτό είναι το σύστηµα Μ/Μ/1 χωρίς αναµονή για τους πελάτες. Τέτoιο σύστηµα είναι η 

σειριακή σύνδεση µηχανών χωρίς εναποθήκευση. Εύρετε τις εξισώσεις που εκφράζουν 

τις Pk(t) για k = 0, 1, και λύσετε τις εξισώσεις σαν συναρτήσεις των Ρ0(0) και Ρ1(0). 

 

2. Έστω ένα αναµονητικό σύστηµα γέννησης-θανάτου όπου ο ρυθµός γεννήσεων 

µειώνεται και εκείνος των θανάτων αυξάνεται καθώς το k αυξάνεται: 

λk = (Ν–k)λ, k < Ν    µk = kµ, k ≤ Ν 

λk = 0,  k ≥ Ν    µk = 0, k > Ν. 

Γράψτε τις διαφορικές εξισώσεις για το Ρk(t). 

 

3. Έστω µια µηχανή που αρχίζει λειτουργία στο χρόνο t = 0. Τα κοµµάτια φθάνουν 

τυχαία κατά Poisson µε ρυθµό λ. Κάθε επεξεργασία παίρνει x λεπτά που είναι τυχαία 

µεταβλητή. Εύρετε την πιθανότητα Ρ το δεύτερο αφικνούµενο κοµµάτι να µην 

περιµένει και υπολογίστε το µέσο χρόνο αναµονής W όταν x = σταθερά και όταν το X 

είναι εκθετικό µε πυκνότητα f0(x) = µe–µx. 

 

4. Ένας πελάτης φθάνει σ’ ένα σύστηµα Μ/Μ/m για εξυπηρέτηση και βρίσκει n πελάτες 

πριν απ’ αυτόν και τους m εξυπηρετούντες κατειληµµένους. Εύρετε: 

α. Το µέσο χρόνο αναµονής του πελάτη στην ουρά. 

β. Το µέσο χρόνο από την άφιξη του πελάτη µέχρις ότου αδειάσει πλήρως το σύστηµα 

υποθέτοντας ότι άλλες αφίξεις δεν γίνονται δεκτές µετά τον πελάτη. 

γ. Την πιθανότητα ο πελάτης να εξυπηρετηθεί πριν από τον προηγούµενο πελάτη. 
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5. Έστω το σύστηµα γέννησης-θανάτου 





<
≤≤

=
nK

Kn
n ,2

0,
λ

λ
λ  

µn = µ, ∀n > 0. 

Εύρετε τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης Pn. 

 

6. Έστω το σύστηµα Μ/Μ/2 που ικανοποιεί λ < 2µ. Εύρετε: 

α. Τις διαφορικές εξισώσεις για τα Pn(t). 

β. Τη λύση µόνιµης κατάστασης. 

 

7. Θεωρήστε το σύστηµα γέννησης-θανάτου: 

λn = (n +2)λ, n = 0,1,... 

µn = nµ,  n = 1,2,... 

Εύρετε την συνθήκη ώστε το σύστηµα να είναι ευσταθές, τις πιθανότητες µόνιµης 

κατάστασης Pn και το µέσο αριθµό πελατών στο σύστηµα. 

 

8. Θεωρήστε ένα σύστηµα Μ/Μ/1 µε αποθάρρυνση όπου ένας αφικνούµενος πελάτης 

µπαίνει στην ουρά µε πιθανότητα e–aW, όπου a ≥ 0 και W είναι µια εκτίµηση του χρόνου 

παραµονής στην ουρά που εκτιµάται από τον τύπο W = n/µ όταν ο πελάτης βρίσκει n 

πελάτες στο σύστηµα. Εύρετε τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης Pn. Κάτω από ποιές 

συνθήκες έχουµε µόνιµη κατάσταση; Έστω a→∞. Eύρετε τις Pn και το µέσο αριθµό 

πελατών στο σύστηµα. 

 

9. Σ’ ένα νοσοκοµείο οι ασθενείς φθάνουν κατά Poisson µε ρυθµό 6/ώρα για να 

εξετάσουν τα µάτια τους. Η εξέταση διαρκεί κατά µέσον όρο 20 λεπτά ενώ η κατανοµή 

της είναι εκθετική. Υπάρχουν συνολικά 3 οφθαλµίατροι για τις εξετάσεις. Να ευρεθεί 

πόσοι κατά µέσον όρο περιµένουν για να εξετασθούν, το µέσο χρόνο αναµονής στο 

νοσοκοµείο και το ποσοστό του χρόνου που κατά µέσον όρο καθένας από τους 

γιατρούς δεν εργάζεται. 



 83 

 

10. Κάποιο Κ.Τ.Ε.Ο. έχει τη δοµή του σχήµατος. Το σύστηµα έχει 3 σταθµούς 

επιθεώρησης και στην ουρά µπορούν να περιµένουν το πολύ 4 αυτοκίνητα. Κάθε 

σταθµός εξυπηρετεί ένα αυτοκίνητο τη φορά. Οι αφίξεις είναι Poisson µε ρυθµό 1 

αυτοκίνητο ανά λεπτό στην περίοδο αιχµής ενώ η εξυπηρέτηση είναι εκθετική µε µέσο 

χρόνο 6 λεπτά. Όταν γεµίσει η ουρά δεν επιτρέπονται άλλα αυτοκίνητα. Να ευρεθούν 

για την περίοδο αιχµής: 

α. Ο µέσος αριθµός αυτοκινήτων στο σύστηµα. 

β. Ο µέσος χρόνος αναµονής στο σύστηµα. 

γ. Ο µέσος αριθµός αυτοκινήτων ανά ώρα που δεν µπαίνουν στο σύστηµα λόγω 

πληρότητας.  

 

Υπόδειξη: 

Λύστε πρώτα το πρόβληµα γενικά για m σταθµούς ελέγχου και χωρητικότητα του 

συστήµατος K, όπου K ≥ m. Υπολογίστε τα Pn, P0, N , T, qN , W. Ύστερα κάνετε την 

αριθµητική εφαρµογή του προβλήµατος. 

 

11. Έστω το σύστηµα γέννησης-θανάτου 

   λn = λ, n ≥ 0 

   µn = nµ, n > 0. 

Εύρετε τις διαφορικές-διαφοράς εξισώσεις για τις Pn(t). Ορίσετε το µετασχηµατισµό z 

∑
∞

=

=
0

)(),(
n

n
n ztPtzP . Εύρετε τη µερική διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί το P(z,t). 
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12. Ένας σταθµός τηλεόρασης θέλει να ξέρει το µέσο αριθµό τηλεθεατών για κάποιο 

πρόγραµµα. Από παρατηρήσεις είναι γνωστό ότι οι τηλεθεατές που ανάβουν την 

τηλεόραση την ηµέρα του προγράµµατος ακολουθούν κατανοµή Poisson µε µέσο όρο 

100000/ώρα. Υπάρχουν συνολικά 5 σταθµοί τηλεόρασης και η επιλογή ενός σταθµού 

θεωρείται τυχαία. Από δηµοσκοπήσεις ξέρουµε ότι κατά µέσον όρο ο τηλεθεατής 

παρακολουθεί τηλεόραση για 90 λεπτά και οι χρόνοι παρακολούθησης είναι περίπου 

εκθετικά κατανεµηµένοι. Εύρετε το µέσον όρο τηλεθεατών για το συγκεκριµένο 

πρόγραµµα. 

 

13. Μια µεγάλη επιχείρηση δέχεται στην ώρα αιχµής 84.3 τηλεφωνήµατα/ώρα. Το κάθε 

τηλεφώνηµα διαρκεί κατά µέσον όρο 0.103 ώρες. Η διοίκηση της επιχείρησης 

υπολογίζει ότι ένα σήµα κατειληµµένου κάθε 2 ώρες είναι ανεκτό. Πόσες τηλεφωνικές 

γραµµές πρέπει να έχει η επιχείρηση; 

 

14. Οι πελάτες φθάνουν σε µια τράπεζα µε µέσο ρυθµό 4 πελάτες/ώρα. Οι αφίξεις 

γίνονται κατά Poisson. Οι πελάτες εξυπηρετούνται από µία υπάλληλο µε µέσο χρόνο 

εξυπηρέτησης 10 λεπτά και διασπορά 25 (λεπτά)2. Από παρατηρήσεις φαίνεται ότι η 

εξυπηρέτηση έχει κατανοµή Erlang. Υποθέτουµε ότι το κτίριο της τράπεζας είναι 

µεγάλο και εποµένως η ουρά έχει απεριόριστο µήκος. Ο διευθυντής της τράπεζας θέλει 

να ξέρει πόσο κατά µέσον όρο περιµένει ο κάθε πελάτης µέχρι να φθάσει στην 

υπάλληλο για εξυπηρέτηση και πόσοι κατά µέσον όρο περιµένουν στην ουρά. 

Υπόδειξη: 

(1) Eύρετε πρώτα από τα αριθµητικά δεδοµένα την τάξη κατανοµής Erlang ύστερα 

υπολογίστε εν γένει το µέσο αριθµό και χρόνο στην ουρά και µετά κάνετε την 

αριθµητική εφαρµογή. (2) Παρατηρήστε ότι το κεφάλαιο των οµαδικών αφίξεων δίνει 

τα εργαλεία για την ανάλυση συστήµατος µε εξυπηρέτηση Erlang για κατάλληλη 

επιλογή των qi, θέτοντας nµ αντί µ. (3) Παρατηρήστε ότι ο µέσος αριθµό βαθµίδων στο 

σύστηµα είναι 
100 =

∞

=

∞

=
∑∑ =

zi

ii
i

i zP
dz
diP . Μία οµάδα n βαθµίδων στην ουρά ισοδυναµεί µε 

έναν πελάτη. Αν στην εξυπηρέτηση υπάρχει ένας πελάτης, αυτός δύναται να είναι στη 
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βαθµίδα n, n−1, ..., 2, ή 1. Αποδείξατε ότι οι πιθανότητες αυτές είναι ίσες. 

 

15. Σ’ ένα σούπερ-µάρκετ ο τρόπος εξυπηρέτησης είναι ο ακόλουθος. Μόλις 

τελειώσουν οι πελάτες τα ψώνια τους πηγαίνουν σ’ έναν χώρο όπου αφήνουν τα 

καροτσάκια και παίρνουν έναν αριθµό προτεραιότητας. Όταν ένα ταµείο ελευθερωθεί ο 

πρώτος αριθµός καλείται και ο πελάτης παίρνει το καρότσι του προς το ταµείο. Το 

κατάστηµα καθώς και ο χώρος που περιµένουν οι πελάτες είναι τόσο µεγάλοι που σε 

εποχές αιχµής να θεωρούνται πρακτικά άπειρης χωρητικότητας. Στην εποχή αιχµής οι 

πελάτες φθάνουν µε κατανοµή Poisson µε µέσο ρυθµό 40/ώρα και κάθε πελάτης 

δαπανά περίπου 3/4 ώρες κατά µέσον όρο για να ψωνίσει. Οι χρόνοι αγοράς είναι 

περίπου εκθετικοί. Οι χρόνοι στα ταµεία είναι επίσης περίπου εκθετικοί µε µέση τιµή 4 

λεπτά ανεξάρτητα από ταµείο. Η διοίκηση του σούπερ-µάρκετ θέλει να ξέρει: 

α. Τον ελάχιστο αριθµό ταµείων για την περίοδο αιχµής. 

β. Έστω ότι χρησιµοποιούµε τον ελάχιστο αριθµό ταµείων συν ένα ακόµη. Ποιός είναι 

ο µέσος χρόνος αναµονής µέσα στο χώρο µε τα καροτσάκια; Πόσοι πελάτες κατά µέσον 

όρο ευρίσκονται µέσα σ’ όλο το σούπερ-µάρκετ; 

 

16. Σε κάποιο σύστηµα παραγωγής υπηρεσιών υπάρχει ένας εξυπηρετών ο οποίος 

εξυπηρετεί πελάτες που φθάνουν χωρίς µνήµη µε µέσο ρυθµό 10/ώρα. Ο εξυπηρετών 

έχει εκθετικούς χρόνους εξυπηρέτησης µε µέσο χρόνο 5 λεπτά. Η διοίκηση αποφασίζει 

να στείλει τον υπάλληλο σε κάποιο µάθηµα µετεκπαίδευσης για να µειώσει τη 

διασπορά του χρόνου εξυπηρέτησης. Μετά το µάθηµα ευρίσκεται ότι ο µέσος χρόνος 

γίνεται 5.5 λεπτά αλλά η τυπική απόκλιση από 5 λεπτά γίνεται τώρα 4 λεπτά. 

Το ερώτηµα είναι αν αξίζει να γίνει τέτοια εκπαίδευση. Κάντε κάποια διερεύνηση 

σχετικά µε τη µείωση της τυπικής απόκλισης του χρόνου εξυπηρέτησης και την αύξηση 

της µέσης τιµής του ίδιου χρόνου. 
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